
 

密级:                  
 

 

 

 
博士学位论文 

 

 

二维Potts模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究 

作者姓名：                   陈巧妮                        

指导教师:                 向涛  研究员                     

                    中国科学院理论物理研究所               

学位类别:                   理学博士                      

学科专业:                   理论物理                      

培养单位:             中国科学院理论物理研究所             

 

 

 

   2012 年  4 月 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Study of Phase Transition Caused by Partial Symmetry 
 

     Breaking on Two Dimensional Potts Model      

 

 

By 

Qiao-Ni Chen 

 

 

A Dissertation Submitted to 

Graduate University of Chinese Academy of Sciences 

In partial fulfillment of the requirement 

For the degree of 

Doctor of Theoretical Physics 

 

 

Institute of Theoretical Physics Chinese Academy of Sciences 

April, 2012 

 

 



 

 
 



摘摘摘 要要要

本文采用张量重正化方法研究了二维反铁磁Potts模型上的部分长程序。通

常的长程序是晶格上所有格点都参与的，然而存在部分的长程序，也就是晶格

上只有一部分格点参与的长程有序。过去人们发现部分长程序存在于阻挫系统

中，我们研究的反铁磁Potts模型是没有阻挫，但是存在部分有序的系统。

通过这些研究，我们发现部分有序的发生有两种机制：一个是熵驱动，在

所有的状态数里部分有序的状态数远远大于其它的状态数，因而产生长程有

序；另一个是能量驱动，能量的最小化要求一些格点长程有序，另一些格点有

一定的自由度而无序。缺陷的存在是区分这两种序的方法。

这些年随着量子计算和量子信息理论的发展，很多张量网络方法被提出，

其中有一些方法可以用来计算二维统计模型的配分函数。这些方法都是先把配

分函数表示成张量网络形式，再把张量网络进行收缩，都可以处理热力学极限

下的系统，这是相比于其他数值方法最大的优势，除此之外计算精度也是其一

大优势。我们使用张量重正化群，二次张量重正化群和时间演化块消灭算法计

算了几种平面格子上Potts模型的配分函数。

Diced格子上q = 3的反铁磁Potts模型，基态的状态数有无限多个，其中一

套子格的格点有序的状态数在其中占据主导，于是会发生由于这些部分格点

的长程有序导致的相变。我们发现union-jack格子上q = 4也存在这种部分有序，

并且这上面q = 3会发生两个相变，第一个相变之后系统会进入部分有序相。

Union-jack是中心正方格子。跟正方格子一样，diced格子也是由四边形

构成的，同样的可以在四边形的中心加点而得到centered-diced格子。我们发

现centered-diced格子上q = 3也会发生两个相变，而且不仅q = 4上有部分有序，

q = 5时也有。做为阻挫系统的q = 2的union-jack 格子和centered-diced格子上

也都存在部分有序。

Checker-board格子是在一部分正方格子的四边形上加中心格点而得到的，

这上面q = 2和q = 3 都存在部分有序，跟前面的几种有序不同这里的部分有序

完全是能量的最小化要求产生的。在diced 格子上的部分四边形上加中心格点，

在四边形不同的选择方式下我们得到四种dilute-centered-diced 格子，这些格子
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从q = 2到q = 4都存在部分有序。这些有序有些是状态数占据主导而产生的，

有些是能量最小化导致的。

我们的研究是张量相关重正化群方法在经典统计物理上的应用，我们发现

跟铁磁Potts模型相比反铁磁上的物理更加丰富，在不同晶格和不同q值时有不

同的行为。我们的工作增加了人们对Potts模型的了解，扩展了人们在部分长程

序方面的知识面，增强了人们对于相变和临界现象的兴趣。

关键词： 张量重正化方法，反铁磁Potts模型，部分长程序



Abstract

We study the partial long range order on anti-ferromagnetic Potts model

with tensor renormalization methods. Usually long range order is the order that

all the sites in the system is evolved, however there could be partial long range

order, which only partial of lattice sites evolved. People used to think partial

order exists on frustrated system, the anti-ferromagnetic Potts model we studied

is not frustrated but with partial order.

With these study, we found there is two way for partial order to appear:

one is entropy driven, among all the states the number of partial ordered states

dominate, then partial order appear; the other is energy driven, to minimize the

energy some of lattice sites have to be ordered, and there is freedom for the other

sites which becomes disordered. The way to distinguish the two is the existence

of defects.

As the development of quantum computation and quantum communication,

many different kinds of tensor renormalization methods appears, some of them

could be used to calculate the partition function of two dimensional statistical

model. All these methods is first express the partition function as tensor net-

work, then contract it. One aspect is they could handel thermal dynamic limit

system, the other is the precision. We simulate the partition function of anti-

ferromagnetic Potts model on several lattice using tensor renormalization group,

second renormalization group and time evolving block decimation.

The number of ground states of q = 3 anti-ferromagnetic Potts model on

diced lattice is infinite, the number of one sublattice ordered dominate, then

this partial order causes phase transition. We found such partial order could

also occur on q = 4 union-jack lattice, and for q = 3 there will be two phase

transition, partial order appears after the first transition.

Union-jack lattice is centered square lattice. Same as square lattice, diced

lattice is composed by quadrilaterals, we can also add a site in the center of

quadrilateral to get centered-diced lattice. We found there is two phase transition
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on q = 3 centered-diced lattice, and partial order appears not only for q = 4,

but also q = 5. As frustration system the q = 2 on union-jack and center-diced

lattice have partial order too.

Checker-board lattice is derived by adding centered sites on partial of the

quadrilaterals on square lattice. Partial order appears on both q = 2 and q = 3

of this lattice. Different from previous partial order, the appearance of order is

because of minimization of energy. Then we concentrate on four dilute-centered-

diced lattice, which is by adding centered sites on partial of the quadrilaterals

of diced lattice in different way. There is partial order for all the four lattice

from q = 2 to q = 5. Some of the order appears because the number of states

dominate, the other is minimize the energy.

Our study is the application of tensor related renormalization methods to

classical statistical physics, we found compared with ferromagnetic Potts model

the physics of anti-ferromagnetic is rich and complex, displaying many different

behavior of on different lattice and different value of q. Our work increase the

understanding of Potts model, boarded the knowledge of partial long range order,

and strengthen the interests on phase transition and critical phenomena.

Keywords: Tensor renormalization methods, anti-ferromagnetic Potts model,

partial long range order
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第第第一一一章章章 引引引言言言

量子力学的建立拉开了微观物理学的帷幕，将量子力学应用于分子，诞生

了量子化学，将量子力学和统计物理应用于晶体中的原子和分子，产生了固体

物理学，各种各样复杂的凝聚态物质以及繁杂丰富的集体现象使得固体物理学

的范围扩大，产生了凝聚态物理学。

不同于以往通过不断将系统拆分还原成更简单的系统而进行研究的物理

学，凝聚态物理与复杂性为邻，研究的是包含大量粒子的复杂系统上呈现的合

作现象。凝聚态物理的两大基石是朗道的费米液体理论和朗道的相变理论，后

者研究的是相变和临界现象。我们知道多粒子系统的行为由粒子的统计行为和

粒子间的相互作用所决定，正是这两种因素的竞争产生了相变。

1.1 朗朗朗道道道相相相变变变理理理论论论

相变[1]是自然界中最普遍的现象，我们知道在常温下水是以液态的形式存

在的，温度升高时水会蒸发成为水蒸汽，温度降低时水会冻结成冰。冰，水和

水蒸气是同一物质H2O的三种不同形态，我们称之为不同的相，不同相之间的

变化就是相变，如水和冰之间的固液相变，水和水蒸气之间的气液相变。除此

之外，还有铁磁相到顺磁相的相变，超导超流相变，原子核里的形状相变，夸

克-夸克间的色超导相变等。相变无处不在，从我们日常生活中经常接触的物

质，到最基本的粒子如夸克胶子等离子体，甚至宇宙尺度的系统中。

相变的产生是由于物质内部粒子之间相互作用和粒子之间统计行为的

竞争而产生的。粒子内部的相互作用总是倾向于使系统趋于某种有序，而

粒子的统计则倾向于让系统更加无序。我们知道热力学平衡要求自由能极

小F = U − TS，低温时内能在自由能中占主导，内能极小化通常意味着系统

处于有序相，高温时自由能极小相当于要求熵极大，此时系统处于无序相，在

有序相和无序相之间的转变就是相变。这是热涨落驱动的相变，还有一类相变

是因为量子涨落而发生的，也就是人们常常提到的量子相变[2]。

自然界从来都不吝惜给我们以惊喜，这么多行行色色的相变都可以在朗道

范式下进行描述，也就是朗道的连续相变理论。Ehrenfest根据配分函数的各阶
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导数的连续性，对相变进行分类，一阶导数不连续的是一级相变，一阶导数连

续而二阶导数不连续是二级相变，以此类推。一级相变也被称为不连续相变，

二级及以上的是连续相变。朗道的相变理论是用来描述连续相变的，然而某些

一级相变（弱一级相变）也可以在这个框架下进行描述。

朗道相变理论的核心思想是对称性破缺，低温下由于要使得能量最小，对

称性破缺，系统处于低温有序相，高温下热涨落破坏了长程序，系统的对称性

恢复。可以用系参数来刻画相变，有序相序参数不为零，无序相序参数为零，

从无序相到有序相时系统自发破缺到原来对称性的一个子群。铁磁相变的序参

量是自发磁化强度，气液相变的序参量是气相和液相的密度差。

连续相变的相变点也叫临界点，临界点附近会发生临界现象。临界现象最

早可以追溯到1869年Andrews 发现二氧化碳的临界乳光现象，在临界点附近由

于密度的强烈涨落，气体分子跟光的散射作用大大增强，产生了乳光现象。在

临界点附近由于临界涨落使得系统具有很多在远离时所不具备的性质，人们发

现临界现象满足标度性和普适性。

前面提到在临界点附近热力学量会发散，临界指数用来标志热力学量在临

界点附近的发散程度，如比热在相变点附近随温度发散的指数，序参量在临界

点附近趋于零的指数等。人们发现所有的相变，临界指数之间都满足标度关

系，六个临界指数中只有两个是独立的。标度律可以在标度假说的框架下得到

解释，标度假说认为热力学函数的奇异部分是约化温度和有效外场的广义齐次

函数。

除了标度性，临界现象还具有普适性。普适性是指所有的相变可以分为有

限的几类，属于同一类的系统具有相同的临界指数，同一个普适类的热力学函

数以温度和外场的某些次数作为自变量时具有相同的形式，也就是普适标度函

数。普适性还有一个含义就是普适的标度函数不依赖于微观模型的具体形式。

基于临界点具有标度不变性这一假设的重正化群理论可以解释普适性。

重正化群理论的出现使得人们对临界现象的理解有了质的飞跃，重正化群

理论[3]是基于标度变换的。标度变换实际上是通过粗粒化实现大尺度到小尺度

的变换，在动量空间就表现为对大动量部分的截断。临界点因为关联长度发

散，系统没有尺度的差异，因而具有标度不变性。重正化群流的图中，相变点

是不稳定不动点，相同普适类系统的对应相同的不动点。

共形变换是标度变换的延伸，具有共形不变性的场就是共形场。共形场论
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的研究扩展了人们在临界现象方面的知识[4]，尤其是二维的系统。标度不变性

只是把相变分成不同的普适类，而共形变换可以对临界类型进行分类，并严格

地给出临界指数的大小，以及二维系统上的多点关联函数。共形场论还可以证

明临界指数是有理数。

1.2 阻阻阻挫挫挫系系系统统统上上上的的的部部部分分分长长长程程程序序序

有序和无序是多粒子系统的重要特征，对于它的研究是平衡态统计物理

的一个基本任务。通常的长程序是系统的所有格点都参与的长程序，如铁

磁Ising模型的基态是系统中所有格点都取自旋向上或者向下的状态，而部分有

序是系统中一部分格点参与有序的长程序，也就是说系统当中的格点，其中一

部分有序另一部分无序。

首先人们发现阻挫系统中存在部分有序。阻挫系统是指能量不能局域最

小化的系统，如三角格子上的反铁磁Ising模型，没有一种状态可以使三角形上

三条边的能量同时最小化。Hoever猜想[5]如果系统的两个基态可以通过局域

的，能量不变的变换相转换，那么这个系统将没有自发对称性破缺，不存在长

程序，然而人们却发现一些阻挫系统会存在长程序，并且是部分有序的长程

序[6]。

部分有序通常和reentrance现象相关，reentrance现象是指系统本来处于一

个无序相，但随着温度升高又进入有序相。我们知道一般情况下有序相出现

在低温，而无序相出现在高温。发生reentrance现象的相图里，无序相之下一

定存在另一个有序相，于是在无序相之上的有序相则相当于系统重新进入有

序相。这个现象一般发生在相图中存在部分有序相的情况。但是部分有序相

和reentrance现象为什么相关，以及它们是怎样联系在一起的现在并不清楚。

有很多存在严格解的系统中存在部分有序，如三角格子上的自旋S反铁

磁Ising模型，在S足够大时（大于1/2），基态是其中两套子格上的格点形成

的六角格子上的反铁磁序，第三套子格上的格点无序[7]。Union-jack格子[8]、

checker-board格子[9]以及稀释中心正方格子[10]上的Ising模型存在部分有序。

除此之外还有各向异性的三角格子[11]和Villain格子（各向异性的正方格子）

[12] 上的Ising模型，以及反铁磁自旋S阻挫Ising[13]。

除了这些有严格解的模型之外，另外一些阻挫模型上也存在部分有

序，如Villain格子上的q = 3的Potts 模型[14, 15]，checker-board格子上的XY模
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型[16]。部分有序不止存在于二维系统上，还有三维的系统上，如简立方格

子上的阻挫模型[17, 18]，堆积三角格子上的Ising模型[19]，体心立方格子上

的Ising模型[20]，体心立方上的经典Heisenberg模型[21]，金刚石格子上的反铁

磁q = 4Potts模型[22]。实验上在反铁磁阻挫材料Gd2Ti2O7上也观察到了部分

有序相[23]。

量子系统中也会存在这种部分有序，如三角格子上的周期性Anderson模

型[24, 25]，体心立方上的Heisenberg模型[26, 27]，以及三角格子上的自旋3/2的

模型[28]，人们通过不同的理论方法预言这些系统上存在着部分有序。量子系

统上出现部分有序的原因比经典系统上要复杂。

可以看到部分有序存在于二维、三维的阻挫的系统上，包括经典和量子模

型，其存在性已经通过严格解，数值方法和实验得以证实。阻挫系统的特征是

能量不能局域最小化，基态的简并度无穷大。q态反铁磁Potts模型同样也是基

态简并度无穷大的系统，因而也是一种可能有部分有序长程序的系统。我们通

过很多不同格子上反铁磁Potts模型的研究，来系统地了解部分长程序。

1.3 Potts模模模型型型上上上的的的部部部分分分长长长程程程序序序

Potts模型[29]在统计物理和临界现象的研究中占据重要地位，最早出现

在Domb[30]给他的学生Potts布置的毕业论文，他们想把Krammer和Wannier[31]提

出的Ising模型上的对偶变换推广到现在称为平面Potts模型的模型上，可

是Potts[32]发现平面Potts模型不能做这个变换，但他发现另外一个模型，也就

是Potts模型上可以做这个变换。

Potts模型是Ising模型的多分量推广，如式(1.1)每个格点上有q种不同的

状态，只有当近邻格点取相同状态时贡献能量J，否则贡献就为0。因此

在J > 0时近邻格点倾向于取不同状态，属于反铁磁情况，反之，倾向于

取不同的状态，属于铁磁情况。在q = 2时Potts 模型和Ising是等价的，同

时q = 4的Potts模型和Ashkin-Teller模型[33]是等价的。

H = J
∑
⟨i,j⟩

δσiσj
, σi = 0, 1, ..., q − 1 (1.1)

还有平面Potts模型，哈密顿量定义如式(1.2)，状态是均匀分布在平面内的单位



第一章 引言 5

表 1.1: 不同格子上的反铁磁Potts模型的临界qc
格子 配位数 qc

Honeycomb 3 2.618

Square 4 3

Diced 4 > 3

Kagome 4 3

Triangular 6 4

矢量。平面Potts模型在q = 2, 3, 4时分别与Potts的q = 2, 3, 2等价。

H = J
∑
⟨i,j⟩

cos(θi − θj), θi = 0, 2πi/q, ..., 2πi(q − 1)/q (1.2)

对于铁磁Potts模型，基态是系统所有格点取相同的状态，因此无论在任何

格子上低温下存在长程序，高温时长程序被消灭，一定有相变发生。只是q值

不同时相变的级数不同，q比较小时是二级相变，q比较大是一级相变。二维

时q < 4是二级相变，而三维时q < 2是二级相变。而反铁磁的情况要复杂一些。

通常在q很小的时因为每个格点可以选择的状态并不多，低温时有可能会有

长程序形成；在q很大的情况下每个格点可以选择的状态很多，通常即使在零

温也不会存在长程序。在q很大时这一结论由Sokal和Salas[34]通过Dobrushin定

理[35, 36]证明。通常认为存在临界的qc, 使得零温是相变临界点：(1)q < qc 通

常低温有序，存在有限温相变。但是有例外情况，如三角格子和kagome格子

上q = 2时无序，没有相变发生。(2)q = qc 零温临界点，无相变。(3)q > qc 任

何温度都无序，关联函数指数衰减。

表1.1列出了几种常见的晶格上的临界qc，我们看到配位数跟qc关系密切。

Diced格子上q = 3是人们最早发现的有部分有序的非阻挫系统，我们猜想是由

于子格之间的不等价引起了部分有序，我们知道阿基米德格子的不同子格之间

是完全等价的。

阿基米德格子是一类非常有趣的格子，如图1.1所示，二维平面上总共有

十一种阿基米德格子。我们所熟悉的正方，三角，六角格子都属于阿基米德格

子。阿基米德格子是指系统内的每个格点都跟其他格点等价的格子，所以首先

一个要求是每个格点的配位数都相等的，除此之外每个格点所在的多边的种类
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图 1.1: 二维平面上的阿基米德格子

和数目是相同的。如果阿基米德格子的配位数是x的话，那么这个格子上的边

染色问题在颜色数大于等于x时都是存在的。

在晶格上每个多边形的中心加一个点，连接相邻的多边形中心的点之后得

到的晶格就是对偶格子，对偶变换是互逆的。正方格子是其自身的对偶格子，

而三角格子和六角格子互为对偶格子，所以这三种格子的对偶格子还是阿基米

德格子，而另外的八种阿基米德格子的对偶格子一般称为Lave格子，如图1.2所

示。

前面我们提到的diced格子是kagome格子的对偶格子，因而也是一种Lave格

子，图1.2第二行第一个格子。Diced格子上是双子格的，两套格子上的格点数

不同，导致了部分长程序。图1.2第一行第三个格子是union-jack格子，是三子

格的并且不同子格的格点数不同。通过计算我们发现union-jack 格子上有部分
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图 1.2: 二维平面上的阿基米德格子的对偶—Lave格子

长程序。同样做为Lave格子，centered-diced格子（图1.2第一行第二个格子）上

也有部分长程序。我们还发现checker-board格子和dilute-centered-diced格子上

的反铁磁Potts模型上也都存在部分有序。

由四色定理我们知道平面上的格子最多分为四套子格，下面我们分别讨论

不同子格数的晶格上面的反铁磁Potts模型。

双子格的晶格包括两类，一类是是由偶数边的多边形构成的格子，如正方

格子是由四边形构成的，六角格子是六边形构成的，4-8格子（图1.1第一行第

三个格子）是由四边形和八边形构成的，4-6-12格子（图1.1第一行第二个格子）

是由四边形，六边形和十二变形构成的。全部由四边形构成的格子除了正方格

子外，还有diced（D(3-6)）格子和D(3-4-6)格子。在这类格子上不同子格是把

每个多边形上的格点按照隔一个的原则来进行划分的，也就是每个多边形是

由ABABAB。。。格点构成的。

另一类是decorated格子，也就是在格子每条边的中点加入一个点，新加入

的点和原来晶格上的点分别属于不同的子格。decorated格子上的Potss模型都

可以映射到初始格子上同样q值的铁磁Potts模型。

双子格的晶格上q = 2一定有相变，低温时每个子格上的格点各占据一种
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状态，高温时无序，中间发生相变。q = 3时的情形比较复杂，很难通过直观的

想象来判定其物理图像，零温时可以是无序、临界或者有序，典型的例子分别

是六角格子、正方格子和diced格子。双子格晶格上在q = 4时通常没有相变。

在平面格子中三子格的格子在其中占据重要地位，因为大多数都是三子

格的。三子格晶格上一定有奇数边的多边形（三角形和五边形），但是不一定

全由奇数边的多边形构成。三子格的晶格如果是由三角形构成的，那么一定

是三子格确定的，例如三角格子，union-jack格子，和centered-diced格子。三

子格确定也就是说晶格上不同子格的取法只有一种。这些格子上q = 3的反铁

磁Potts模型在低温时是每套格点各占据一种状态，存在长程序，随着温度的增

长，热涨落会导致长程序消失，相变发生，并且子格的配位数不同的晶格还会

发生两次相变。

另外大多数是三子格不确定的格子，如kagome，square-kagome，IA，IB，

IIA和IIB型的dilute-centered-diced格子，checkerboard格子以及内接3-4-6格子。

这些格子上的q = 3反铁磁Potts模型在零温时要么是临界的，要么是存在长程

序的，要么是无序的。

三子格的格子上q = 2是有阻挫的，零温时可能是无序，可能是临界，也

可能会有序，如果是有序的话，那么一定是部分有序的。q = 4时有一些晶格

上可能会有长程有序，大多数格子是无序的，也有临界的情况，如三角格子。

q = 5时基本上都是无序，但也有例外，如centered-diced格子。

四子格的晶格可以通过在三子格中心加点而得到，不论是在所有的三角形

还是部分的三角形上都可以得到四子格的晶格。但是这样得到的四子格都是子

格不确定的，3-12格子（图1.1第一行第一个格子）的对偶格子D(3-12)格子就是

（图1.2第一行第一个格子）通过在三角格子的每个三角形的中心加点而得到的，

可以分为四套子格的晶格。因为三角格子上每个顶点分别属于不同的子格，而

中心的点也必须跟三个顶点处于不同的子格，于是D(3-12)格子是四子格的。

D(3-12)格子在q = 2和q = 3时是有阻挫的，因为不可能存在一种状态使得

每条边上的能量都是零。q = 4时我们观察每个元胞，也就是有中心格点的三

角形，中心格点的状态只需要跟边上的三个点不同就可以了，总共只有四种状

态，所以只要外面的三个点状态确定了，中间格点也就确定了。这样我们知道

三角格子上q = 4的基态跟D(3-12)格子上的基态有一一对应的关系，三角格子

在零温是临界的，D(3-12)在零温也一定是临界的。
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表 1.2: 平面格子上反铁磁Potts模型临界qc
格子 平均配位数1 qc

Decorated Honeycomb 2.4 < 3

Decorated Square 2.667 < 3

Honeycomb 3 2.618

Square 4 3

Kagome 4 3

Diced 4 > 3

DcdicedIA 5 > 4

DcdicedIB 5 > 4

Checker-board 5.333 > 3

DcdicedIIA 5.6 > 4

DcdicedIIB 5.6 > 4

Triangular 6 4

Union-jack 6 > 4

Centered-diced 6 > 5

通过我们的研究，我们把表1.1进行扩展，得到表1.2，只是这里因为引

入了非阿基米德格子，不同格点的配位数不同，所以配位数成为平均配位

数。 从表1.2我们可以看到一般来说晶格的平均配位数越大，其临界qc也就越

大，可配位数相同并不表示qc一定相同，如正方格子和diced格子，三角格子

和union-jack格子以及centered-diced格子，这表明晶格不同子格间的不等价性

也对qc有影响。

通过对一些非阿基米德格子上反铁磁Potts模型上的部分长程序的研究，我

们发现部分有序大致有两种机制，一个是能量驱动，一个是熵驱动。能量驱动

是由于局域的最小化，只要求系统的一部分格点上有序，这样的部分有序系

统，因为那些无序格点的存在，零温熵仍然不为零，但是零温熵的数值却非常

容易估计。另外一类熵驱动的部分有序，能量的最小化要求并不会有长程序，

但由于部分有序的状态数远远大于没有序的状态，因为系统的统计性而出现长

程序。由于这类系统上，一些非完美序的状态也是基态，并且对状态数的贡献

也是很重要的，零温熵的估计十分困难。如果把非完美序上不满足的长程序的
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格点叫缺陷的话，区分能量驱动和熵驱动的标志就是缺陷存在与否。

Potts模型上缺乏严格解，蒙特卡洛和转移矩阵等数值方法的固有缺陷，以

及人们在认识上的局限导致过去在这个方向上的工作十分有限。我们采用最近

这些年发展出的张量重正化方法，对这些格子上的Potts模型进行了系统的研

究。这些数值方法在计算配分函数时可以达到很高的精度，并且可以处理无穷

大的系统，因而可以提炼出很多我们需要的信息。

1.4 张张张量量量相相相关关关重重重正正正化化化群群群方方方法法法

强关联电子系统是凝聚态物理的重要分支，研究的是相互作用比较强的电

子体系。对于没有相互作用的系统，系统的每个部分都是相互独立的，也就相

当于是单体问题。单体量子问题虽然不一定有严格解，但是数值上总是可以处

理的。如果是相互作用比较弱的系统，我们可以采用微扰论来处理，对于相互

作用比较强的，微扰论无法处理的系统，在其中有严格解的更是凤毛麟角，于

是很多数值方法被发展出来试图解决这类问题。

这些数值方法包括严格对角化（Exact Diagonalization，ED），量子蒙特

卡罗（Quantum Monte Carlo，QMC），动力学平均场（Dynamic Mean Field

Theory，DMFT），数值重正化群（Numerical Renormalization Group，NRG），

密度矩阵重正化群（Density Matrix Renormalization Group，DMRG）等。以

及用来处理多体问题的耦合团簇方法（coupled cluster method，CCM），以及

关联基函数理论（correlated basis function theory，CBFT）。

量子信息和量子计算理论这些年得到极大的发展。纠缠是是量子信息和量

子计算中的重要资源，也是量子多体物理与经典多体物理的主要区别，对于量

子纠缠的进一步认识也增进了人们对于量子多体问题的理解。纠缠熵，任意

熵，保真度等概念可以很好地用来标识量子相变，而共形场论也告诉了我们这

些物理量在量子临界区域的行为。从某种程度上来说，纠缠也就是关联，对于

关联的进一步认识促进了张量网络算法的发展。

张量网络算法是基于张量网络态的，也就是一种把波函数表示成张量之间

的连接的表示，在这个表示的基础上人们提出了各种相关的算法。量子网络算

法最初主要是针对自旋系统的[37–39]，然而玻色子[40, 41]和费米子[42–47]相关

的算法也被发展出来了。张量网络相关算法也跟变分蒙特卡罗相结合[48, 49]，

来求解系统的基态，除了求解基态波函数，张量网络态的期望值也可以用蒙特
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卡罗[50]来计算。

张量网络算法包括处理量子临界系统的纠缠重正化（Entanglemment

Renormalization, ER）算法[51, 52]，这个算法也可以用于有拓扑量子序的系

统[53, 54]，二维系统[55]，可以处理有阻挫的自旋系统[56]，自由玻色子系

统[57]，费米子系统[58]包括无相互作用[59]和有相互作用[60]情形，及任意子系

统[61]。在用途方面可以计算时间演化问题[62]，研究边界临界现象[63]，以及

规范对称性的系统[64]。

张量网络态可以用来表示有拓扑量子相变的系统[65]，也可以表示弦网凝

聚态[66]，只是张量的微小变化并不一定对应着哈密顿量的微扰[67]。采用张量

纠缠过滤重正化方法[68]就可以把一个系统不同的相进行区分，局域幺正变换

的波函数重正化群流[69]可以对拓扑量子相进行分类，其中一维自旋链有能隙

的相，可以很好地进行分类[70, 71]，二维的分类也有一些进展[72]。使用张量

网络算法研究拓扑量子相变的工作越来越多[73, 74]。

计算热力学量的算法有通过引入虚拟维度，然后做纯化的方法[75]，超

算符方法[76]，以及White提出的算法[77]，最新的进展是线性张量重正化群

（Linearized Tensor Renormalization Group, LTRG）[78]。热力学的问题某种程

度上跟动力学问题是等价的，折叠算法[79]是一种典型的动力学算法。

严格解[80]的存在使得经典统计模型在相变的研究中占据重要地位，然而

只有极少数的模型存在严格解。另外一些模型的临界指数等量可以通过重正化

群和共形场论可以严格地得到相变的，对于更多的模型，只能通过数值计算来

得到它们的性质。这些数值方法包括级数展开[81]，转移矩阵，蒙特卡罗。一

些张量网络算法也可以用来研究离散的经典统计模型。

1.5 本本本论论论文文文的的的内内内容容容与与与结结结构构构

在本论文中我们把张量重正化方法用到经典统计模型上，研究反铁

磁Potts模型上的部分有序的长程序。这样本论文后面的章节将包含两部分内

容，第一部分包括第二章和第三章，我们将首先介绍张量网络态和与之相关的

算法，及其在经典统计物理中的应用，第二部分包括第四章和第五章，主要讨

论采用这些算法对反铁磁Potts模型的研究结果，分析了不同格子上长程序的

发生机制。

第二章首先介绍矩阵乘积态，怎样把一个量子波函数写成矩阵乘积态，它
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与密度矩阵重正化群之间的关系，周期性无限链和有限链上基态的求法，还介

绍了纠缠投影对态，基态的投影算法，以及这个算法在六角格子上自旋1双线

性双二次Heisenberg模型上的应用。

第三章我们先以Ising模型和Potts模型为例，说明怎样把经典统计模型的

配分函数表示成张量网络形式，然后介绍了张量重正群和二次张量重正化群，

以及时间演化块消灭算法，最后介绍这些算法在三角格子上Potts模型上的应

用。

第四章利用张量重正化群和时间演化块消灭等算法，通过计算证实

了diced格子上q = 3反铁磁Potss模型上的部分有序导致的相变，接着猜

想union-jack格子上q = 4时也有类似机制的相变，数值计算结果表明union-

jack 格子上不但q = 4有部分有序，q = 2和q = 3时也存在。

第五章先讨论了centered-diced格子上从q = 2到q = 5时发生的部分有

序，并跟union-jack格子上的结果进行对比和联系，接着讨论checker-board格

子上q = 2和q = 3的部分有序，然后讨论四种diluted-centered-diced 格子上

从q = 2到q = 5的部分有序，最后对平面格子上的反铁磁Potts模型进行总结。

最后一章我们对本论文的内容进行了总结，并对未来的工作进行了展望。
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量子多体问题如凝聚态物理中的强关联电子体系，原子核物理和量子

化学中都存在一个困难就是随着系统格点数的增长，希尔伯特空间的大小

随之而指数增长。这样在进行数值计算的时候，计算格点数稍大的系统都

无法进行，这就是所谓的指数墙问题。过去的几十年中人们发展了很多数

值算法试图解决这一问题，密度矩阵重正化群是这些算法中处理一维问题

精度最高的算法。起初人们不理解为什么DMRG的精度可以达到那么高，

1995年Ostlund和Rommer[82, 83] 发现DMRG实际上是以矩阵乘积态（Matrix

product state, MPS）为形式的变分方法[84]，按照施密特系数进行截断，使得

截断后的波函数最大程度地与截断前相似，保证了计算的精度。

矩阵乘积态最早被提出时是以有限关联态命名的[85]，我们知道量子波函

数可以表示成一组完备正交基的叠加，在通常的波函数里叠加态前面的系数是

普通的复数。MPS是把迭加系数用一组矩阵的乘积来表示。

|Ψ⟩ =
∑
{m}

Tr(A1[m1]A
2[m2] · ·AN [mN ])|m1m2 · ·mN⟩ (2.1)

这里A是D × D的矩阵，m是这个系统的物理指标，有d个自由度，如果系统

的格点数是N，那么MPS的参数个数是D2dN，而通常的波函数需要的参数个

数是dN，MPS大大减小了所需的参数个数。MPS是完备的，一维的量子波函

数都可以用D足够大的MPS来描述[86]。我们将在这一章详细讨论MPS的构成，

以及各种性质，关于MPS的这些性质可以参看文献[87]。

MPS是一维的量子波函数，我们更感兴趣的是二维和更高维度的量子

问题，于是很多二维量子波函数的张量网络态被提出了，下面我们将介绍

这些态，首先是投影纠缠对态（Projected entanglement pairing state, PEPS）

[88, 89]，也叫张量乘积态是MPS的二维直接推广。矩阵乘积态里矩阵的下标是

跟近邻的格点的矩阵下标收缩的，在二维正方格子上每个格点的最近邻是四，

如果我们把矩阵换成四阶张量，并使之与近邻格点的下标收缩，也就是把公

式(2.1)中A换成D ×D ×D ×D的张量，这样我们就得到了投影纠缠对态。通

常认为有能隙的量子系统的纠缠熵满足面积定律，即纠缠熵与系统的边界成正
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比，PEPS正是满足满足面积定律的状态，这也是它能够被广泛应用于各种问

题的原因。除此之外跟MPS一样PEPS也大大减小了参数空间的大小，使得很

多计算变成了可能。

有能隙的系统纠缠熵满足面积定律，而一维没有能隙的系统纠缠熵是随着

系统尺寸对数发散的，Vidal提出纠缠重正化算法来处理无能隙超越面积定律

的系统[51]。正如矩阵乘积态是密度矩阵重正化群衍生出的波函数，多尺寸纠

缠重正化拟设（multi-scale entanglement renormalization ansatz,MERA）[90]是

纠缠重正化衍生出的张量网络态。一维量子系统的MERA是二维的张量，一个

维度是空间的，另一个是额外的维度相当于计算的时间尺度，是在纠缠重正化

的过程中产生的，链长为N的系统，在额外维度上的长度是log(N)，额外维度

上的不同层之间是由解纠缠算符和等距算符连接而成的。

PEPS在计算物理量的期望值时计算量很大，为了解决这一问题人们提出

了弦键态（string bond state,SBS）[49, 91]，这种态的格点上定义了很多弦，每

条弦由系统上的格点相连而成，弦可以是开放的，也可以是封闭的，每条弦上

的格点可以在一条直线上，也可以在不同的直线上。每个格点可以有多条弦通

过。仍然是跟MPS 一样的基，每条弦上是一个矩阵乘积，波函数的迭加系数

是所有矩阵乘积的积。这样MPS在计算上的优势就可以体现到二维波函数上。

|Ψ⟩ =
∑
{m}

∏
s

Tr(As[m1]A
s[m2] · ·A[ms

N ])|m1m2 · ·mN⟩ (2.2)

基于同样的计算量上的考虑而被提出的另一种二维张量网络态是纠缠块

态（Entanglement plaquette state, EPS）[92]，这种态是首先把系统分成不同

的块，每个块内的波函数都是PEPS，系统波函数是所有块波函数的直积。这

样无论是计算多大的系统，计算量都取决于最大的子块的大小，在波函数本身

允许的情况下（没有长程关联），把系统分成一个个足够小的子块，计算量会

大为降低。

|Ψ⟩ =
∑
{mp1}

Tr(Ap1
1 [mp1

1 ] · ·Ap1
Np1

[mp1
Np1

])|mp1
1 · ·mp1

Np1
⟩ · · ·

∑
{mpL}

Tr(ApL
1 [mpL

1 ] · ·ApL
NpL

[mpL
NpL

])|mpL
1 · ·mpL

NpL
⟩ (2.3)

关联乘积态（correlator product state CPS）[93, 94]跟前面的两种波函数

一样，把系统分成一个个的关联块，每个块的大小不定，跟SBS类似每个格
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点可以同时属于几个块，不同的是这里没有辅助的虚拟空间，波函数直接是

一堆系数的乘积，如果把SBS每个弦上的矩阵相乘，我们就可以得到CPS，所

以SBS一定可以写成CPS，但是反过来则不一定，CPS的波函数如下所示：

|Ψ⟩ =
∑
{m}

Cm1m2Cm2m3 · ·CmN−1mN |m1m2 · ·mN⟩ (2.4)

CPS形式的基态波函数也可以通过变分蒙特卡罗得到[95, 96]。

树图张量网络态（tree tensor network,TTN）[97–99]也是一种二维张量网

络态，跟PEPS不同的地方是TTN的图表示上没有回路，只有树形结构，于是

很多MPS的性质在TTN上也具备，如可以正则化，正则化的方式，张量收缩的

精度等。

最近这些年提出的二维波函数还包括在量子化学中用来描述分子波函数的

完全图张量网络(complete-graph tensor network,CGTN)[100]，CGTN是一类费

米子波函数，可以用来描述分子中的原子，在原子轨道基下，k个轨道的波函

数需要2k个参数，而CGTN波函数只需要2k(k + 1)个参数。大大减小参数空间

的CGTN可以有效地描述很多种量子波函数。

除此之外还有连续的MPS[101]，描述自由度连续的系统，如Lieb-Linger模

型。无穷大MPS[102] 也被提出了，可以成功运用于Haldane-Shastry模型。还

有权重图态[103, 104]，和sequentially generated state[105]是PEPS的子集。

诸多的张量网络算法都基于这些张量网络态，关于这些算法的总结可以参

看文献[106]。这些量子波函数都有其适合描述的系统，因而我们在研究具体的

问题时，要根据所研究系统的特点，选取合适的波函数。这些波函数中最普适

的是一维的MPS和二维的PEPS，我们将在这一章详细讨论这两种波函数的性

质，及其基态求解的基本算法，更多的关于这两种波函数的算法可以参看文

献[39]。
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α

β

图 2.1: AKLT态的图形表示，把自旋的1的态分解成两个1/2自旋的耦合（灰色

和黑色），每个格点上的两个1/2自旋（黑、灰）分别与最近邻的1/2自旋（灰、

黑）形成单态，这里的方块表示每个格点上的自旋1的状态，椭圆表示相邻格

点形成的自旋单态。

2.1 矩矩矩阵阵阵乘乘乘积积积态态态

2.1.1 AKLT与与与MPS

我们首先讨论跟矩阵乘积态密切相关的AKLT态[107]，人们正是通过这个

态理解了Haldane gap出现的原因，存在隐藏的长程序也是这个态受到人们关

注的原因。AKLT态是式(2.5)所示自旋1模型的基态：

HAKLT =
∑
⟨i,j⟩

(
1

3
(S⃗i · S⃗j)

2 + S⃗i · S⃗j +
2

3
) =

∑
⟨i,j⟩

Pij/3 (2.5)

这里算符Pij = (S⃗i · S⃗j)
2 + 3S⃗i · S⃗j + 2，因为每个格点自旋是1，两个相邻格点

的总自旋可以是0，1，2，对应的S⃗i · S⃗j的值分别是-2，-1，1，相应的算符Pij的

值是0，0，1，因为这里Pij的本征值只有0和1，所以它是投影算符，是把两个

近邻格点的状态投影到总自旋为2子空间的投影算符。基态时为了满足能量最

小化的要求，Pij的值应当取0，也就是说近邻格点的总自旋只能是0和1。两个

自旋1/2的态可以耦合成自旋1的状态，如图2.5我们可以把每个格点上自旋1的

态S拆成两个自旋1/2态的态α和β的耦合。令α和左边格点的β，β和右边格点

的α形成自旋单态，此时一对近邻格点可以看成是一个单态和两个自由的1/2之

间的耦合，也就是自旋0和两个自旋1/2的耦合，那么总自旋只能是0和1，而不

可能是2，这样就满足了哈密顿量基态的要求，这就是所谓的AKLT态。

AKLT态的波函数可以表示成虚拟空间自旋单态的直积：

|Ψ⟩ = 1√
2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩)⊗ 1√

2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩)⊗ · · · 1√

2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩) (2.6)
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如果定义矩阵

W =
1√
2

(
0 1

−1 0

)
(2.7)

这样波函数可以表示成式(2.8)的形式，这里α和β是虚拟的自旋1/2的态，有两

种取值，

|Ψ⟩ =
∑
{α,β}

Wβ1α2Wβ2α3 · ·WβNα1|α1β1α2β2 · · · αNβN⟩ (2.8)

=
∑
{α,β}

Wβ1α2Wβ2α3 · ·WβNα1

∑
{m}

|m1m2 · · ·mN⟩⟨m1|α1β1⟩⟨m2|α2β2⟩ · · · ⟨mN |αNβN⟩

(2.9)

=
∑
{α,β}

Cα1β1 [m1]Wβ1α2Cα2β2 [m2]Wβ2α3Cα3β3 [m3] · ·WβNα1|m1m2 · · ·mN⟩ (2.10)

=
∑
{m}

∑
{α}

Aα1α2 [m1]Aα2α3 [m2] · · · AαNα1 [mN ]|m1m2 · · ·mN⟩ (2.11)

如式(2.9)再往这个式子里插入自旋1的Z方向分量为基的完备算符组。然

后把CG系数写成矩阵的形式Cαiβi
[mi] = ⟨mi|αiβi⟩，并且定义Aαiαi+1

[mi] =∑
βi
Cαiβi

[mi]Wβiαi+1
，那么我们就把AKLT态写成矩阵乘积态的形式了，式(2.11)，

这里考虑周期性边界条件，这样的矩阵乘积态的矩阵分别为：

A[1] =

(
0 1/

√
2

0 0

)
, A[0] =

(
−1/2 0

0 1/2

)
, A[−1] =

(
0 0

−1/
√
2 0

)
(2.12)

这样我们就得到了AKLT态的矩阵乘积态形式，相当于把波函数以自

旋Z方向分量为本征矢展开，展开系数是一组矩阵乘积的迹。

2.1.2 MPS和和和DMRG

密度矩阵重正化群（DMRG）是目前计算一维量子系统基态最准确的方

法，除了基态也可以计算系统热力学和动力学的性质，含时演化问题，动量空

间的问题，也可以进行扩展从而处理二维问题，是一维低维的强大数值工具。

我们以最基本的无限链长算法为例来介绍DMRG的做法。

首先我们构造出初始系统块和环境块，并在初始系统块和环境块上各加一

个格点表示初始系统超块和环境超块。初始超块要足够小使得其哈密顿量可以
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直接对角化，然后就可以进行重正化计算了，具体的步骤是：先对角化系统超

块和环境超块的哈密顿量，得到基态波函数。由基态波函数构造系统块的约化

密度矩阵，对角化约化密度矩阵。在约化密度矩阵的最大D个本征值对应的本

征矢下，写出超块的哈密顿量。把现在的系统和环境的超块做为新的系统块和

环境块，再每块上各加一个格点做为新的超块，重复以上步骤，最终就可以得

到系统的基态。

我们以开放边条件的DMRG为例，说明它与MPS的关系。我们假设系统块

只有一个点，如式(2.13)波函数可以在Sz本征态的基下展开，系统块加入一个

格点后，波函数可以表示成式(2.14)的形式，不断增长系统块的格点，系统块

的波函数可以依次成为式(2.15)和式(2.16)的形式，当系统块有L个格点时，波

函数表示成式(2.17)

|ψ1
α1
⟩ =

∑
m1

A1
α1
[m1]|m1⟩ (2.13)

|ψ2
α2
⟩ =

∑
α1,m2

A2
α1α2

[m2]|ψ1
α1
⟩|m2⟩ (2.14)

|ψ3
α3
⟩ =

∑
α2,m3

A3
α2α3

[m3]|ψ2
α2
⟩|m3⟩ (2.15)

· · · · · · ·

· · · · · · ·

|ψi
αi
⟩ =

∑
αi−1,mi

Ai
αi−1αi

[mi]|ψi−1
αi−1

⟩|mi⟩ (2.16)

· · · · · · ·

· · · · · · ·

|ψL⟩ =
∑

αL−1,mL

AL
αL−1

[mL]|ψL−1
αL−1

⟩|mL⟩ (2.17)

那么最后系统的波函数成为：

|Ψ⟩ =
∑
{m}

∑
{α}

A1
α1
[m1]A

2
α1α2

[m2] · · · AL
αL−1

[mL]|m1m2 · · ·mL⟩ (2.18)

这里的波函数是矩阵乘积态在开放边条件下的形式，第一个格点和最后一个

格点的矩阵是向量的形式。于是我们看到DMRG是在MPS波函数形式下的变

分法。下面我们将介绍MPS的一些性质，正是这些性质使得DMRG精度可以很

高。
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2.1.3 Schmidt分分分解解解

任何一个波函数都可以用一组完备正交基展开，如式(2.19)任何两体波函

数都可以在两体的完备正交基下展开，Cij是展开系数，有两个下标可以看成

是矩阵。如果我们先对系数矩阵C做奇异值(singular value decomposition,SVD)

分解，奇异值分解的效果是把一个矩阵分解成一个幺正阵U，一个对角阵λ以

及一个幺正阵V的乘积。这里U是CC†的本征向量，而V则是C†C的本征向量，

λ2是CC†和C†C的本征值。做完奇异值分解，我们再把幺正算符U和V分别作

用到两套基矢上，我们得到新的基矢|ϕ̃⟩ 和|ψ̃⟩，幺正变换后的基矢仍然是正交
完备的，此时我们就得到两体波函数的施密特(Schimidt)分解形式。这里λi是

施密特系数，因为是平方根，所以一定是非负的。

|Ψ⟩ =
∑
ij

Cij|ϕi⟩|ψj⟩ =
∑
ijk

UikλkVkj|ϕi⟩|ψj⟩

=
∑
k

λk
∑
i

Uik|ϕi⟩
∑
j

Vkj|ψj⟩ =
∑
k

λk|ϕ̃k⟩|ψ̃k⟩ (2.19)

有了施密特系数，我们可以定义系统的纠缠熵：

S = −
∑
i

pi log pi (2.20)

这里pi = λ2i是约化密度矩阵的本征值，约化密度矩阵就是上面的CC
†和C†C。

pi满足归一性和正定性，因此纠缠熵满足凸性，恒正等熵的要求。在形式上纠

缠熵跟香农熵是一样的。除了纠缠熵之外，我们还可以定义Renyi熵，同样也

满足熵的各种性质：

Sα =
1

1− α
log
∑
i

pαi (2.21)

当α = 1时Renyi熵就是纠缠熵。
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2.2 MPS的的的基基基态态态算算算法法法

矩阵乘积态的基态可以通过变分的方法求得[84]，但是这个方法的计算量

很大，这一节我们将介绍在具有平移不变性的系统上的两种算法，一个是时间

演化块消灭[108, 109]算法，用在无限链长的系统上[110, 111]是一种计算效率较

高，精度很高并且编程比较容易的方法。另外一个是我们提出的[112]，用于周

期性边界条件的有限链长算法。

2.2.1 正正正则则则化化化

MPS表示有‘规范自由度’，如果我们在MPS的任意两个矩阵之间插入一

对互逆算符，整体上相当于插入单位阵，因此新的MPS仍然表示着跟原来一样

的波函数。如果我们把MPS表示成：

|Ψ⟩ =
∑
{m}

Tr(Γ1
α1α2

[m1]λ
1
α2
Γ2
α2α3

[m2]λ
2
α3
· · ·ΓN

αNα1
[mN ]λ

N
α1
)|m1m2 · · ·mN⟩ (2.22)

这里Ai
αiαi+1

[mi] = Γi
αiαi+1

[mi]λ
i
αi+1
，因为我们可以断开任意一个键把一维

链分成两部分，如果λi是沿着第i个键把系统分成两部分时的施密特系数，

式(2.22)就是MPS的正则形式。那么满足正则形式的MPS的矩阵应该满足什么

条件呢？首先把波函数表示成：

|Ψ⟩ =
∑
αi+1

λiαi+1
|ψLi

αi+1
⟩|ψRi

αi+1
⟩ (2.23)

这里

|ψLi
αi+1

⟩ =
∑
αimi

λi−1
αi

Γi
αiαi+1

[mi]|ψLi−1
αi

⟩|mi⟩ (2.24)

|ψRi
αi+1

⟩ =
∑

αi+2mi+1

Γi+1
αi+1αi+2

[mi+1]λ
i+1
αi+2

|mi+1⟩|ψRi+1
αi+2

⟩ (2.25)

因为施密特分解的基是正交的，所以我们得到

⟨ψLi

α′
i+1

|ψLi
αi+1

⟩ = δα′
i+1αi+1

=
∑
αimi

λi−1
αi

Γi
αiα′

i+1
[mi]λ

i−1
αi

Γi
αiαi+1

[mi]∑
αimi

Γi
α′
i+1αi

(λi−1
αi

)2Γi
αiαi+1

= δα′
i+1αi+1
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同样地

⟨ψRi

α′
i+1

|ψRi
αi+1

⟩ = δα′
i+1αi+1

=
∑

αi+2mi+1

Γi+1
α′
i+1αi+2

[mi+1]λ
i+1
αi+2

Γi+1
αi+1αi+2

[mi+1]λ
i+1
αi+2∑

αi+2mi+1

Γi+1
α′
i+1αi+2

[mi+1](λ
i+1
αi+2

)2Γi+1
αi+1αi+2

[mi+1] = δα′
i+1αi+1

这样我们得到正则化的条件∑
mi

Ai†[mi](λ
i−1)2Ai[mi] = (λi)2 (2.26)∑

mi

Ai[mi]A
i†[mi] = I (2.27)

具有平移不变性的波函数的矩阵乘积态表示，不同格点的矩阵可以是一样

的，这种情况下正则化条件成为：∑
m

A†[m](λ)2A[m] = (λ)2 (2.28)∑
m

A[m]A†[m] = I (2.29)

我们知道可以在矩阵乘积态的相邻两个矩阵中插入任意一对互逆阵，不会改变

波函数，可以把这两个矩阵分别乘到两边的矩阵乘积态的矩阵上。可见矩阵乘

积态的表示不是唯一的，我们可以把任意的表示化成正则化形式。

下面考虑怎样把一般的矩阵乘积态转换成满足正则化条件的表示。我们定

义：

Txx′,yy′ =
∑
m

Axy[m]A∗
x′y′ [m] (2.30)

如果我们求出T的最大本征值和最大本征向量TX = ηX，X是D2维的向量，可

以把它表示成D ×D维的矩阵的形式，于是有∑
m

A[m]XA†[m] = ηX (2.31)

可以证明X一定是对称正定阵，于是我们可以对X做本征值分解X = UDU †，

然后定义：

Ȧ = η−1/2D−1/2U †A[m]UD1/2 (2.32)
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可以证明Ȧ满足正则化的第一个条件：∑
m

Ȧ[m]Ȧ†[m] = I (2.33)

接下来我们可以定义

T ′
yy′,xx′ =

∑
m

Ȧxy[m]Ȧ∗
x′y′ [m] (2.34)

然后求出T ′的最大本征值T ′Y = ζY，相当于∑
m

Ȧ†[m]Y Ȧ[m] = ζY (2.35)

同样地Y也是对称正定阵，可以对Y做本征值分解Y = V D′V †，定义

Ä = ζ−1/2V †Ȧ[m]V (2.36)

我们发现Ä满足： ∑
m

Ä†[m]D′ddotA[m] = D′ (2.37)

同时也满足 ∑
m

Ä[m]Ä†[m] = I (2.38)

此时Ä同时满足正则化的两个条件，这样我们就把任意的矩阵化成满足正则化

条件的矩阵，并且跟原来的矩阵描述同样的波函数。这里的D′是对角阵，它的

矩阵元正是施密特系数。

如果我们把一个算符作用到矩阵乘积态上时，矩阵的维数会增加，当我们

把一个矩阵乘积态正则化之后，就可以根据施密特系数对矩阵乘积态的矩阵进

行截断。

2.2.2 无无无限限限链链链长长长基基基态态态的的的求求求解解解

量子信息理论告诉我们局域的幺正操作不改变系统的纠缠性。例如在两体

系统中对其中一个做幺正演化不会改变奇异值分解的奇异值，如上所述基态可

以通过把投影算符作用到任意的初始状态而得到。

|Ψ0⟩ = lim
β→∞

e−βH |Ψ⟩ (2.39)
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如果β =Mτ，这里τ是很小的数，只要M足够大就可以保证β足够大。

e−βH = e−τHe−τH · · · e−τH (2.40)

对于一维的只有最近邻相互作用的量子模型，哈密顿量可以写成如下的形式：

H = H12 +H23 +H34 +H45 + · · · (2.41)

如果我们把哈密顿量通过奇偶拆成两部分H = Hodd +Heven，其中

Hodd = H12 +H34 + · · · (2.42)

Heven = H23 +H45 + · · · (2.43)

这样每部分哈密顿量的所有项之间都是相互对易的。我们可以通过Trotter-

Suzuki分解把投影算符分解，通常我们采用一阶和二阶分解。一阶的表达式

是

e−τH = e−τHodde−τHeven + o(τ 2) (2.44)

二阶分解的表达式是

e−τH = e−τHodd/2e−τHevene−τHodd/2 + o(τ 3) (2.45)

因为每一项的内部之间得到项都是互相对易的，所以投影算符又可以进一步表

示成：

e−τHodd = e−τH12e−τH24 · · · (2.46)

e−τHeven = e−τH23e−τH45 · ·· (2.47)

这样我们就把投影算符分解成一个个局域的算符，每个局域算符作用到系统上

的两个格点上。当τ很小时，算符e−τH可以看成是近似幺正的，局域幺正算符

不会改变系统的纠缠性质，也就是说我们把每个局域的投影算符作用到波函数

上时，不会改变这两个点和外面的纠缠性，用正则化的语言来说也就是外面的

两个λ不变，我们只要让新产生的λ也满足正则化的条件就好。

我们以只有最近邻相互作用的自旋1/2的海森堡模型为例来说明求基态的

具体步骤。首先随机地产生初始波函数，因为哈密顿量有平移不变性，且边界
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条件是周期性的，因此波函数是两个格点平移不变的，只需要两个张量就可以

描述波函数：

|Ψ⟩ = Tr(λbα1
Aα1β1 [m1]λ

a
β1
Bβ1α2 [m2]λ

b
α2
Aα2β2 [m3]λ

a
β2
Bβ2α3 [m4]λ

b
α3

· ··)

|m1m2m3m4 · · ·mL−1mL⟩ (2.48)

虚拟指标α的维数是D，物理指标m的维数是d，自旋1/2时d = 2。首先随机生

成D维的向量λa和λb，以及d个D ×D的矩阵A[m1] 和B[m2]。

先把e−τH12作用到波函数上，定义Om1m2m′
1m

′
2
= e−τH12[m1,m2;m′

1,m
′
2]我们有：

Sα1α2m1m2 =
∑

m′
1m

′
2β1

Om1m2m′
1m

′
2
λbα1

Aα1β1 [m
′
1]λ

a
β1
Bβ1α2 [m

′
2]λ

b
α2

(2.49)

然后把S写成矩阵的形式，并且做奇异值分解：

Sα1α2m1m2 = Sα1m1,α2m2 = Uα1m1,β1Λβ1Vβ1,α2m2 (2.50)

那么经过这次投影之后，新的张量定义为：

Ãα1β1 [m1] = (λbα1
)−1Uα1m1,β1 (2.51)

λ̃aβ1 = Λβ1 (2.52)

B̃β1α1 [m2] = Vβ1,α2m2(λ
b
α2
)−1 (2.53)

这里新产生的指标β1的维数是Dd，为了保证每次投影之后矩阵的维数不变，我

们需要做截断，也就是按照奇异值的大小把β1的维数截断成D。这一次投影之

后，矩阵A和B还有λa发生改变，而λb不变。下一次投影的做法是一样的，只

不过λa不变，而λb要改变。重复投影直到λ收敛，我们就得到基态波函数。

要是把λ分到每个矩阵上的话，那么每个矩阵里应该有一半，为什么在

式(2.49)里外面的λ整个包含在内呢？我们知道在对波函数进行截断时，如果是

按照施密特系数截断的话就可以保证截断是最优的。把矩阵乘积态正则化后得
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到的λ就是施密特系数。两套子格的正则化条件是：∑
m

Ȧ[m]Ȧ†[m] = I (2.54)∑
m

Ḃ[m]Ḃ†[m] = I (2.55)∑
m

Ȧ†[m]ΛaȦ[m] = Λb (2.56)∑
m

Ḃ†[m]ΛbḂ[m] = Λa (2.57)

这里有Λa = (λa)2及Λb = (λb)2，Ȧ 和Ḃ都是把λ吸收以后的矩阵。跟我们上面

的A和B的关系是Ȧ[m] = A[m]λa，以及Ḃ[m] = B[m]λb，所以正则化条件变

成： ∑
m

A[m]ΛaA†[m] = I (2.58)∑
m

B[m]ΛbB†[m] = I (2.59)∑
m

A†[m]ΛbA[m] = I (2.60)∑
m

B†[m]ΛaB[m] = I (2.61)

我们采用奇异值分解得到的新矩阵Ã和B̃，考虑到U和V是幺正阵，根据他

们的正交关系，可以得到如下的条件：∑
m

B̃[m]ΛbB̃†[m] = I (2.62)∑
m

Ã†[m]ΛbÃ[m] = I (2.63)

每一步新生成的矩阵满足正则化条件的一半，而下一步投影时新生成的张量满

足另一半的正则化条件。当然这是一个近似，尤其是投影的前几步，可是随着

投影步数的增加，这种方法跟正则化达到的精度是一样的，可是时间代价却小

的多。图2.2是两种方法投影得到基态的比较，横轴是迭代次数，左图和右图分

别是两种方法算出的基态能和两个基态能的能量差。如果只看能量的话几乎看

不出两种方法的差别，如果观察能量差的图，我们可以看到两种方法在迭代次
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图 2.2: 左：自旋1/2海森堡链的基态能，正则化和iTEBD结果比较，蓝色实线

是正则化随着迭代步数的变化，红色圆圈是iTEBD得到的能量，两个方法结果

基本相同；右：两种方法的能量差随着迭代次数的变化，在最初的100步两种

方法还有些差别，随着迭代次数的增长，两种方法几乎没有什么差别。

数足够多时几乎没有差别，只是在迭代的前几步正则化得到的状态更接近基

态。

得到了基态波函数，我们就可以计算任何我们感兴趣的物理量，我们以作

用在格点1 上的单体算符O1为例说明怎样计算物理量的值。

⟨Ψ|O1|Ψ⟩ =
∑
m,α,β

∑
m′,α′,β′

Aα′
1β

′
1
[m′

1]Bβ′
1α

′
2
[m′

2] · · ·Bβ′
Lα

′
1
[m′

L]Aα1β1 [m1]Bβ1α2 [m2]

· · ·BβLα1 [mL]⟨m′
1|O1[m

′
1,m1]|m1⟩⟨m′

2|m2⟩ · · · ⟨m′
L|mL⟩ (2.64)

如果定义：

TA
αα′,ββ′ =

∑
m

Aαβ[m]Aα′β′ [m] (2.65)

TB
ββ′,αα′ =

∑
m

Bβα[m]Bβ′α′ [m] (2.66)

T̃A
αα′,ββ′ =

∑
mm′

⟨m′|O[m′,m]|m⟩Aαβ[m]Aα′β′ [m′] (2.67)

那么O1的期望值变成：

⟨Ψ|O1|Ψ⟩ =
∑
α,β

T̃A
α1α′

1,β1β′
1
TB
β1β′

1,α2α′
2
TA
α2α′

2,β2β′
2
· · · TB

βLβ
′
L,α1α′

1
(2.68)

物理量的期望值变成矩阵的乘积，只不过矩阵的维数是原来矩阵乘积态矩阵的

平方。
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2.2.3 周周周期期期性性性有有有限限限链链链长长长基基基态态态算算算法法法

对于无穷大的系统，边界条件对于物理的影响不大，但是在有限长的链

时，边界的影响就非常重要了，边界的存在会引入边界效应，而周期性边界

条件会消除边界效应，在平移不变的系统保持平移不变性，更容易推广到

无穷大的情况。 iTEBD是无穷长链周期性边条件的算法，对于有限链长有各

种变分的算法。可是变分法的计算是非常大的，虽然后来Pippan等人[113]引

入SVD的技巧改进了算法使得计算量降低，有限链长的效率还是比iTEBD要

低。还有[114]也是一种有限链长的算法。

我们从AKLT的波函数可以看到对于周期性边条件，链长对MPS的矩阵

没有影响，也就是不论链长是多长，MPS的矩阵都是一样的。可以把从无穷

长链MPS的矩阵直接用于有限链长。这样有限链的效率就得到很大提高。我

们[112]在反铁磁海森堡模型上测试了这一结论。具有平移不变性的波函数可以

用具有平移不变性的MPS来表示，所以反铁磁周期性海森堡模型只需要用两个

矩阵来表示(公式(2.69))。

|Ψ⟩ =
∑
{m}

Tr(A[m1]B[m2] · ·A[mN−1]B[mN ])|m1m2 · ·mN−1mN⟩ (2.69)

iTEBD的误差来自于两方面，一是每次对D做截断所带来的误差，另一个

是Trotter-Suzuki分解带来的误差。截断误差可以通过提高D来减小，而Trotter-

Suzuki误差可以通过减小τ以及采用高阶Trotter-Suzuki分解来减小。

我们首先采用iTEBD方法得到的矩阵作为有限链长的矩阵，计算了自

旋1/2海森堡模型基态能的相对误差对矩阵保留维数D在不同τ时的依赖关系。

不同链长的基态能可以通过严格对角化得到，基态能的误差就是跟这个结果比

较而得到的。在矩阵维数D比较小的情况下误差主要来源于截断误差，当D增

大到一定程度，相对误差不再随着D的增加而变化，而由Trotter-Suzuki误差决

定。我们还计算了自旋1的海森堡链（，结果与自旋1/2类似，我们可以得到相

同的结论。区别在于相同D时自旋1的相对误差要高一些，D很大时相对误差减

小。

还计算了在D相同时相对误差随着不同系统长度的变化，可以看到不

同D的相对误差几乎不随着系统的尺寸而变化。而相对误差是正比于τ 2，符

合我们以上的分析。为了消除Trotter-Suzuki分解带来的误差，我们把无穷链

长DMRG算法得来的矩阵做为有限链长的矩阵。我们的计算还包括是两种方
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法在不同D时自旋1/2海森堡模型基态能的相对误差。从结果可以看到无限

长DMRG和iTEBD的结果大致相当，大体都由截断误差决定。
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2.3 投投投影影影纠纠纠缠缠缠对对对态态态及及及其其其基基基态态态算算算法法法

矩阵乘积态的二维推广，是张量乘积态，最早被称为顶角矩阵乘积假

设[115]，也叫纠缠投影对态[88]，被用来求解三维经典模型的配分函数[116,

117]，及无穷大量子问题上[118]。跟MPS一样PEPS也是辅助空间上的态形成

最大纠缠态，因而叫做投影纠缠对态。PEPS态满足纠缠熵的面积定律，这

是PEPS得到广泛应用的原因。除此之外，波函数的参数是NdD4，跟别的波

函数比大大的减少，这也是其得到广泛应用的原因。很多量子波函数可以

用PEPS来表示，如团簇态（cluster state），toric code和共振价键态（AKLT的

二维推广）。

|Ψ⟩ = Tr
∏

i∈A,j∈B

λxαi
λyβi

λzγiAαiβiγi [mi]Bαjβjγj [mj]|mimj⟩ (2.70)

PEPS的基态可以通过变分法求得[88]，具体的方式是变分某一个张量时，

固定其他张量不变，然后逐点扫描。变分法的缺点是算不了太大的系统。除此

之外有我们下面要介绍的投影方法[119]，这个方法被用来求解二维格点模型的

基态，并研究上面的量子相变，如六角格子上的各向异性Heisenberg模型[120]，

正方格子上的XXZ模型[121]，以及自旋1的Bilinear-Biquadratic模型[122]。投影

方法是对iTEBD做直接的二维推广，除此之外还有iPEPS算法[123]，这个算法

被用来解决量子Compass模型[124]，以及硬核Bose-Hubbard模型[41]。PEPS基

态的算法还有最近的提出的团簇更新方法[125]，这个算法计算了正方格子上

的J1-J2的Heisenberg模型[126]。

如果我们把前面的iTEBD做简单的推广，就可以计算二维量子问题的基

态。我们以六角格子上最近邻的海森堡模型为例，说明求解基态的方法。哈密

顿量可以分成三部分，每部分内的算符都是互相对易的：

H = Hx +Hy +Hz (2.71)

跟一维一样是把投影算符e−τH作用到任意的状态上，这里一阶Trotter分解是：

e−τH = e−τHxe−τHye−τHz + o(τ 2) (2.72)

二阶Trotter分解的表达式是：

e−τH = e−τHx/2e−τHy/2e−τHze−τHy/2e−τHx/2 + o(τ 3) (2.73)
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先随机地产生初始波函数，也就是3个D维的向量λx λy和λz以及d个D×D×D的
张量A[m]和B[m]。

先把作用到z键的投影算符作用到格点1和2上，同样可以地定义算符Om1m2m′
1m

′
2
=

e−τH12[m1,m2;m′
1,m

′
2]，作用到波函数上我们有

Sα1α2β1β2m1m2 =
∑

m′
1m

′
2γ1

Om1m2m′
1m

′
2
λxα1

λyβ1
Aα1β1γ1 [m

′
1]λ

z
γ1
λxα2

λyβ2
Bα2β2γ1 [m

′
2]

(2.74)

然后把S写成矩阵的形式，并且做奇异值分解：

Sα1α2β1β2m1m2 = Sα1β1m1,α2β2m2 = Uα1β1m1,γ1Λγ1Vγ1,α2β2m2 (2.75)

那么经过这次投影之后，新的张量的定义是：

Ãα1β1γ1 [m1] = (λxα1
)−1(λyβ1

)−1Uα1β1m1,γ1 (2.76)

λ̃zγ1 = Λγ1 (2.77)

B̃α2β2γ1 [m2] = Vγ1,α2β2m2(λ
x
α1
)−1(λyβ2

)−1 (2.78)

这样新产生的指标γ1的维数是D
2d，我们只需在奇异值分解时把维数截断成D，

经过足够多次的投影我们就可以得到基态。得到了基态我们可以对基态的物理

量进行计算。

如果要计算算符O1的期望值，我们可以定义张量：

TA
αα′,ββ′,γγ′ =

∑
m

Aαβγ [m]Aα′β′γ′ [m] (2.79)

TB
αα′,ββ′,γγ′ =

∑
m

Bαβγ[m]Bα′β′γ′ [m] (2.80)

T̃A
αα′,ββ′,γγ′ =

∑
mm′

⟨m′|O[m′,m]|m⟩Aαβγ[m]Aα′β′γ′ [m′] (2.81)

这样算符O1的期望值成为：

⟨Ψ|O1|Ψ⟩ =
∑
α,β,γ

T̃A
α1α′

1,β1β′
1,γ1γ

′
1
TB
α2α′

2β2β′
2,γ1γ

′
1
TA
α2α′

2,β3β′
3,γ2γ

′
2
· · ·TB

αLα
′
LβLβ

′
L,γLγ

′
L

(2.82)

也就是成为三阶张量的收缩。

一维因为任意剪断一个键我们就可以把系统分成不连接的两部分，可是

二维我们无法做到这一点，我们无法做到二维的正则化。这种投影的方法
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是iTEBD的二维推广，然而iTEBD是有正则化做为理论基础的，二维时由于没

有正则化的良好定义，这个投影方法的稳定性会差一些。

我们用这个方法计算了六角格子和正方格子上的自旋1/2海森堡模型。正

方格子跟六角格子的做法基本相同，只不过哈密顿量要拆成四部分，张量的阶

数变成四阶。

六角格子上反铁磁海森堡模型的基态是尼尔序，我们计算了基态能和磁化

强度，采用投影方法得到基态之后，可以用TRG和SRG计算得到物理量的期望

值。我们用张量维数D = 8的PEPS计算出的能量值跟蒙特卡罗结果相当。

我们用SRG计算的海森堡模型的基态和交错磁化强度，这里因为我们加入

了好量子数，计算物理量时的截断维数可以取比较大。基态能随着PEPS张量

维数D的增加越来越大，到了一定的D结果趋于一个常数。交错磁化强度的计

算，不能采用我们计算基态能的波函数。因为哈密顿量有SU(2)不变性，而基

态破缺了这种对称性，我们需要在投影时哈密顿量里加入一个小的磁场，使得

对称性发生破缺。我们发现直接计算得到的磁化强度偏大，一方面是因为我们

加的外场太大，另一方面是D取得不够大。

我们计算了D = 6时在不同的外场大小下计算出波函数的磁化强度，我们

可以采用外插法，得到零场时的磁化强度，也就是自发磁化强度，我们得到

的大约是0.32，这跟自旋波的结果有一定的差异，是因为我们计算的D不足够

大。还有在不同D下计算的磁化强度，我们在不同D时进行插值，最终得到无

穷大D时的磁化强度0.285，这个值跟其它方法得到的结果比较接近。

我们还计算了正方格子上的反铁磁海森堡模型，跟六角格子上一样，基态

也是尼尔序，我们计算了基态能和交错磁化强度，并和其它方法得到的结果进

行了比较，我们同样发现投影方法得到的基态能可以跟蒙特卡罗相比，而自发

磁化强度需要用外插的方法才能得到合理的结果。投影方法可以成功地用于六

角格子和正方格子上的Heisenberg模型。



32 二维POTTS模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究

2.4 spin-1 Bilinear-Biquadratic model

采用前面发展的投影算法，我们计算了六角格子上双线性双二次海森堡模

型。我们考虑六角格子是因为在二维的平面格子中，六角格子的配位数最小，

最接近一维因而最有可能存在非常规的量子相。这个模型在一维时的相图相对

比较清楚，在二维时有平均场和蒙特卡洛计算的结果。模型的哈密顿量是：

H =
∑
⟨i,j⟩

[(cos θ)S⃗i · S⃗j + (sin θ)(S⃗i · S⃗j)
2] (2.83)

第一项是双线性项，也就是普通的海森堡模型项，第二项是双二次项，可调参

数θ的存在使得这个模型包含了很多模型。θ = 0就是海森堡模型。当θ = π/4，

5π/4，以及±π/2时，哈密顿量有SU(3)不变性。当θ± = ± arctan 2时，哈密顿

量可以表示成：

H =
∑
⟨i,j⟩

((cos θ)Q⃗i · Q⃗j + sin θ) (2.84)

这里Q⃗i = (S2
ix − S2

iy,
√
3S2

iz − 2/
√
3, SixSiy + SiySix, SiySiz + SizSiy, SizSix +

SixSiz)是四阶算符，跟铁磁的自旋算符S⃗ =
∑

i S⃗i一样，铁磁的二级矩算

符Q⃗ =
∑

i Q⃗i 跟哈密顿量是对易的。但是反铁磁的二级矩算符Q⃗s =
∑

i(−1)iQ⃗i

跟哈密顿量是不对易的。

一维时这个模型的相图很清楚，如图2.3左图所示：当−π/4 < θ < π/4时，

系统处于Haldane相，激发态存在Haldane能隙，当arctan θ = 1/3，模型的基

态是AKLT态。在θ = π/4时，会发生一个连续的相变，使得系统进入三聚化

的相。我们知道θ = π/4时哈密顿量具有SU(3) 对称性，并且可以通过Bethe

ansatz严格解。三聚化的基态存在的区间是π/4 < θ < π/2，激发态是无能隙

的。当θ = π/2，一级相变会发生使得系统处于铁磁相。铁磁相在π/2 < θ <

5π/4区域存在，这个区域内激发态仍然是无能隙的。在θ = 5π/4时，系统要从

无能隙的铁磁相到有能隙的二聚化相，因而相变是一级的。二聚化基态的存在

区间是5π/4 < θ < 7π/4，当然也有人认为在θ稍大于5π/4时存在非二聚化的液

晶相。当θ = 3π/2 时，模型也有Bethe ansatz严格解。从二聚化相到Haldane相

的相变点θ = 7π/4 处发生的相变是二级的，而且相变点是可积的。

二维的相图就不那么清楚了，在经典极限下（图2.3中图所示），相图分为

四个区域：−π/2 < θ < π/4时，系统处于反铁磁尼尔区（Antiferromagnetic,AFM），

π/4 < θ < π/2是反铁磁二级矩区（Antiferro Quadrupolar, AFQ），π/2 < θ <
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AFM

FM

FQ

PVBC

Dimer

Haldane

Trimer

FM

AFQ

FM

FQ

AFM

图 2.3: Bilinear-Biquadratic海森堡模型的相图，这里虚线表示一级相变，实线

二级相变。左：一维链的相图；中：六角格子上经典极限的相图；右：六角格

子上投影方法得到的相图。

5π/4是铁磁区（Ferromagnetic,FM），5π/4 < θ < 3π/2是铁磁二级矩区（Ferro

Quadrupolar,FQ）。我们的计算在FM，AFM，FQ区域跟经典极限的结果是一

致的（图2.3右图所示），只是在经典AFQ区域有非常规的块共振价键晶体态

（plaquette valence bond crystal,PVBC），从这个相到反铁磁尼尔相的相变点移

动到θ ≈ 0.19π

下面我们用计算结果来说明。首先可能的序有三种，跟尼尔序不同，这

几种序是每六个格点形成一个元胞，在投影过程中我们需要对六个张量进行

投影，初始化波函数时，我们需要3× 6 = 18个D ×D ×D的张量，3是因为自

旋1的系统物理自由度为3。我们计算了不同θ时的基态能及其导数，从而确定

相图。从的基态能曲线可以看到，基态能在θ = −3π/4和θ = π/2时有kink，同

时可以看到基态能导数的曲线在这两个点是不连续的，因而这两个点会发生一

级相变。基态能导数的曲线上在点θ = −π/2 以及小于θ = π/4的地方有kink，

所以这两个地方会有二级相变。

我们还计算了序参量，磁化强度和交错磁化强度。磁化强度在π/2 < θ <

5π/4时不为零，其它区域都为零，这跟经典极限的铁磁区域是一样的。而交错

磁化强度在−π/2 < θ < 0.2π时非零，反铁磁相在这个区域存在，跟经典极限

不同的是右边的边界不同。还有四级矩和交错四级矩。四级矩在−π/2 < θ <

0.2π区间非零，这里面包含了铁磁和反铁磁区域，这是合理的因为Siz的本征态

也是S2
iz的本征态。除了铁磁和反铁磁区间外的−3π/4 < θ < −π/2正是经典极

限下的铁磁四级矩区域。而反铁磁四级矩在整个相图上都为零，也就意味着不

存在反铁磁四级矩相，这正是跟经典极限不同的地方。铁磁相到其他两个相的

序参量变化是不连续的，这两个相变点发生的是一级相变，这也跟前面基态能



34 二维POTTS模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究

的分析得到的结论是一致的。而反铁磁相到其他两个相的序参量，交错磁化强

度和铁磁四级矩都是连续的，因而相变是二级的。

我们发现经典极限下的四种序参量在π/4 < θ < π/2时全都为零，根据

理论上的预测，我们认为这个区间很有可能出现块VPC态，于是我们计算了

块VBC序参量P，这里P的定义是：

P =

∑
⟨i,j⟩∈red S⃗i · S⃗j

2
∑

⟨i,j⟩∈black S⃗i · S⃗j

− 1 (2.85)

我们发现P在这个区间内不为零，这样我们就找到正确的序参量。为了确定这

个相和反铁磁相的相变点，我们对交错磁化强度和P进行了更为仔细的计算，

最后发现无论是交错磁化强度还是P在相变点θd附近都是连续变化的，同时确

定θd ≈ 0.19π。

我们采用前面的投影方法，计算了双线性双二次海森堡模型的相图，在经

典极限的反铁磁四级矩区间发现了非常规的块VBC相。同时我们认为从这个相

到反铁磁相的相变点是退禁闭的量子临界点。
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上一章我们介绍了张量网络算法在量子问题上的应用，我们发现对于二

维的张量网络波函数投影纠缠对态（PEPS）归一化系数及物理量的计算，都

属于二维张量网络的收缩的问题。一些二维经典统计模型的配分函数也可以

表示成二维张量网络的收缩。这一章我们首先介绍离散统计模型，如Ising模型

和Potts模型怎样表示成张量网络的形式，然后介绍收缩二维张量网络的算法，

以及这些算法的实际应用。

配分函数能够表示成张量网络的二维统计模型包括Ising模型，Potts模型

和Vertex 模型，这些模型都是离散的统计模型。 Ising模型是最简单的统计模

型，只有两个分量，在一维和二维的大多数格子上都有严格解，严格解的存在

为验证算法的精度和可靠性提供了依据。q态Potts模型可以看成是Ising模型的

多分量推广，q = 2 时等价于Ising模型，q > 2时只有正方格子上q = 3的零温，

和三角格子上q = 4的零温有严格解。Vertex模型是定义在顶点上不同波尔兹

曼权重的求和，只有进和出两个分量，很多顶点模型有严格解，如正方格子上

的六顶点和八顶点模型。事实上很多二维统计模型的严格解也都是通过映射

到Vertex模型而得到的。

矩阵和矩阵相乘得到的还是矩阵，如果我们把矩阵看成是二阶张量的话，

二阶张量和二阶张量收缩后张量的阶数不变，并且维数也不变。三阶或者更高

阶张量间的收缩，收缩之后张量的阶数会变大，如果是很多个格点张量网络的

收缩，张量的阶数会变得越来越大，以至于计算无法进行，在热力学极限下

张量网络的收缩问题是一个NP问题。然而我们可以采用一些数值近似的方法

来进行解决这个问题，能解决这个问题的算法包括张量网络重正化群（Tensor

Renormalization Group, TRG），二次张量重正化群（Second Renormalization

Group, SRG），转角转移矩阵（Corner transfer matrix），块重正化（Plaquette

renormalization），上一章提到的主要用来求一维量子问题基态的间演化块消灭

算法（time evolving block decimation），以及最近提出的基于高阶SVD分解的

张量重正化群方法。

张量重正化群是2007年Levin和Nave[127]提出的一种实空间的粗粒化方法，

在张量的收缩过程中保持张量的阶数和几何结构不变，张量的维数会增大。但
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是我们可以采用SVD分解，对张量的维数进行截断。这种方法的误差主要是在

截断过程中产生的。

在张量重正化群的基础上，我们提出二次张量重正化群[128, 129]，在每一

步重正化群的步骤中，考虑环境的影响，也就是把环境因素加入到截断的标准

里，这样计算的精度可以大大地提高，与此同时计算量就会增加了，包括计算

所需的内存和运算时间。对于热力学极限的系统，环境格点的数目也是无穷多

个，为了提高运算效率，我们只需要计算有限个格点的环境。环境的选取是二

次重正化群的关键。

转角转移矩阵最早是Baxter[130]在严格解时提出的，在数值方面也是Baxter提

出了一种变分的相当于Krammers-Wannier近似的方法，随后Nishino和Okunishi[131,

132] 提出了DMRG和CTM相结合的算法，在此基础上Orus和Vidal[133]对这个

算法进行了改进，最近Orus又把转角矩阵推广成为转角张量[134]，以解决高于

二维的问题。

块重正化群[135]是利用辅助张量对正方格子上的张量网络进行收缩的方

法。以每四个格点组成的四边形为一个单元，在单元与单元之间的边上加入辅

助的三阶张量，每四个单元组成更大的单元，大单元与大单元之间的边上也要

引入辅助的三阶张量，这样就可以进行张量网络收缩了。

基于高阶SVD分解的张量重正化群[136]是最近提出的，跟张量重正化群一

样，这个方法也可以做二次重正化，相对比于TRG这个方法最大的优势是在高

温的推广。

时间演化块消灭算法（iTEBD）也可以用于二维张量网络的收缩，因为二

维的经典问题与一维的量子问题的等价性。实际上这种方法跟求矩阵最大本征

值的投影方法是一样的，求配分函数相当于是求转移矩阵最大的本征值，不同

的是这里我们采用矩阵乘积态做为转移矩阵的本征向量。这种方法的好处是计

算过程中误差不积累，因而可以达到较高精度。

这里我们将重点讨论张量重正化群、二次重正化群和时间演化块消灭算

法，后面的几章我们将采用这些数值方法对反铁磁Potts模型进行研究。
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3.1 经经经典典典统统统计计计模模模型型型的的的张张张量量量网网网络络络表表表示示示

3.1.1 Ising模模模型型型

相变的发生伴随着热力学函数的不连续，热力学函数是配分函数的各阶导

数。导数不连续意味着一个配分函数有奇异性。可是配分函数是解析函数，也

就是各阶导数都连续并可导的函数。起初人们不明白配分函数是否可以用来

描述相变。1920年Wilhelm Lenz 让他的学生Ernst Ising 通过对后来被称为Ising

模型的研究来回答这一问题。1925年Ising完成了他的博士论文，他严格求解了

一维Ising模型，没有发现相变，并把这一结果推广到二维和三维，认为也不存

在相变，于是得出配分函数无法描述相变这一结论。

直到1936年Peierls发现二维的Ising模型是有相变的，改变了人们的错误

认识，八年之后的1944年Onsager给出二维Ising的严格解，确定相变确实发

生。1952年杨振宁[137]严格计算了其自发磁化强度。1950年Wannier[138]给出

三角格点上的严格解，因为六角格子是其对偶格子。Kagome格子上也可以通

过Y − ∆以及Decoration-Itreation变换同六角格子相联系，相当于那两种格子

也都严格解了。虽然一维以及二维多数格点上都有严格解，三维Ising模型至

今没有严格解，2000年Sorin Istrail证明[139]严格解三维Ising模型是NP完全问

题。

H = −J
∑
⟨i,j⟩

σiσj − h
∑
i

σi, σi = 1,−1 (3.1)

Ising模型是最简单的统计模型，每个格点上的自旋可以取向上向下两种状

态式(3.1)。当耦合强度J是正值，近邻格点的自旋倾向于平行，反之近邻格点

倾向于反平行。一维Ising模型的配分函数可以表示成：

Z = exp{−βH} =
∑

σ1=±1

∑
σ2=±1

· · ·
∑

σN=±1

exp{βJ
N∑
i=1

σiσi+1 + βh

N∑
i=1

σi}

=
∑

σ1=±1

∑
σ2=±1

· · ·
∑

σN=±1

exp{βJσ1σ2 + βhσ1/2 + βhσ2/2}

exp{βJσ2σ3 + βhσ2/2 + βhσ3/2} · · · exp{βJσNσ1 + βhσN/2 + βhσ1/2}

如果我们定义矩阵Sσiσi+1
= exp{βJσiσi+1 + βhσi/2 + βhσi+1/2}, 那么配分

函数可以写成S矩阵的乘积。如果把矩阵T分解成Sσiσi+1
=
∑

αi
Uσiαi

Vαiσi+1
，并
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且定义Tαi−1αi
=
∑

sigmai
Vαi−1σi

Uσiαi
那么配分函数变成：

Z =
∑

{σ1···σN}

Sσ1σ2Sσ2σ3 · · · SσNσ1 = Tr(SS · · · S)

=
∑

{σ1···σN}

∑
{α1···αN}

Uσ1α1Vα1σ2Uσ2α2Vα2σ3 · · · UσNαN
VαNσ1

=
∑

{α1···αN}

∑
{σ1···σN}

Vα1σ2Uσ2α2Vα2σ3Uσ3α3 · · · VαN−1σN
UσNαN

=
∑

{α1···αN}

Tα1α2Tα2α3 · · · TαN−1αN
= Tr(TT · · · T )

二维Ising模型的配分函数同样可以表示为矩阵S的相乘。在正方格点上如

果把每一行的物理指标当成一个指标，那么配分函数可以写成沿着列的矩阵

相乘，但是此时矩阵的维数是2L，L是的行方向的长度，随着系统尺寸的增长，

这个维数是指数增长的，因而这种表示不实用。然而跟一维相同我们可以把

横向和纵向的S矩阵分别分解成Sσi,jσi+1,j
=
∑

αi,j
Uσi,jαi,j

Vαi,jσi+1,j
和Sσi,jσi,j+1

=∑
βi,j

Uσi,jβi,j
Vβi,jσi,j+1

并且定义：

Tαi,jβi,jαi+1,jβi,j+1
=
∑
σi,j

Uσi,jαi,j
Uσi,jβi,j

Vαi+1,jσi,j
Vαi,j+1σi,j

(3.2)

那么配分函数可以表示成定义在正方格子上四阶张量的收缩。如果是其他

格点，张量的阶数取决于格点的配位数，三角格子的六阶张量，而六角格子是

三阶张量。除了这种表示之外，二维的配分函数还有另外一种表示方法，我们

以正方格点为例。首先正方格子是由方块组成的，每个方块由四个自旋，每两

个方块共用一对自旋。如果我们定义新的变量，

s1 = σ1σ2,

s2 = σ2σ3,

s3 = σ3σ4,

s4 = σ4σ1,

每一个方块上的哈密顿量可以表示成H� = J(σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ4 + σ3σ4)，我们

定义Ts1s2s3s4 = e−βH�/2 那么配分函数可以表示成

Z =
∑

s1s2s3s4···

Ts1s2s3s4Ts1s5s6s7 · ·· (3.3)
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这样配分函数又可以表示成定义在正方格点上四阶张量的乘积，但是此时张量

不是定于在格点上而是定义在正方形的中心。如果是三角格子，因为三角形有

三条边，配分函数表示成三阶张量的收缩，这个三阶张量定义在六角格子上，

同样六角格子的配分函数是定义在三角格子上的六阶张量的收缩。这是因为三

角格子和六角格子互为对偶格子，对偶变换是指把一个图上的多边形用点替

换，点被多边形替换，边用边来替换。而正方格子是自对偶格子，所以对于每

个格子都至少有两种方法定义配分函数。

在加磁场的情况下，上面的定义指保存了两个近邻格点间的信息，也就是

两个格点的状态相同或者不同，这样做的好处是写出来的张量的维数比较小，

但是每个格点的自旋信息却丢失了。为了保留每个格点的信息我们可以把变

量s定义成：

s1 = σ1 + σ2/2 + 5/2,

s2 = σ2 + σ3/2 + 5/2,

s3 = σ3 + σ4/2 + 5/2,

s4 = σ4 + σ1/2 + 5/2,

3.1.2 Potts模模模型型型

Potts模型是Ising模型的多分量推广，加磁场的哈密顿量定义如式(3.4)，

H = J
∑
⟨i,j⟩

δσiσj
− h

∑
i

δσi,0, σi = 0, 1, ..., q − 1 (3.4)

磁场跟其中一个分量耦合。

与Ising模型不同的地方是二维Potts模型基本上只在临界点有严格解，如

反铁磁q = 3在正方格子上的零温以及反铁磁q = 4在三角格子上零温有严格解，

正方格子上铁磁Potts模型的临界点有严格解。q = 3在正方格子上的零温与六

顶点模型的特例冰模型是等价的。如果定义ν = eβJ − 1，其对偶格子上Potts模

型的ν ′满足νν ′ = q。这样对于互为对偶的两种格子，相同q值的铁磁和铁磁，

反铁磁和反铁磁能够互相映射。

跟Ising模型一样，我们可以定义S矩阵Sσ1σ2 = eβJδσ1σ2，只不过这里S矩阵

的维数是q × q，做SVD分解后把矩阵重排，同样可以把二维的配分函数写成张
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量网络表示。

同样Potts模型的配分函数也可以通过对偶格子上的变换得到。如果是在

对偶格子上，那么变量代换变成：

s1 = mod(σ1 − σ2, q),

s2 = mod(σ2 − σ3, q),

s3 = mod(σ3 − σ4, q),

s4 = mod(σ4 − σ1, q),

有外场时的

s1 = σ1q + σ2 + 1,

s2 = σ2q + σ3 + 1,

s3 = σ3q + σ4 + 1,

s4 = σ4q + σ1 + 1,

把配分函数写成张量网络态后剩下的问题就是张量的收缩了。矩阵和矩阵的收

缩（即矩阵相乘）后得到的仍然是矩阵，可是张量和张量收缩后张量的阶数会

长，所以需要采用其他方法来做。我们使用的方法有张量重正化群，二次重正

化群，时间演化块消灭算法。
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(a) (b) ( )c

图 3.1: 正方格子上的TRG的分为两个步骤，从(a)到(b)正方格子上不同子格的

张量沿着不同的方向拉伸，从(b)到(c)每四个张量收缩成一个新的四阶张量，

因此每步重正化之后系统的格点数是原来的1/2。

3.2 张张张量量量重重重正正正化化化群群群

张量重正化群（Tensor Renormalization Group ,TRG）是一种实空间的粗

粒化方法，2007年由Levin和Nave[127]提出的用于收缩二维张量网络的算法。

在不同的格点上具体做法会有些不用，但都是首先把张量分解，然后再重新

组合，在这个过程中保持张量的几何结构不变, 张量的数目在每一步重正化

的过程中会减少。TRG可以用来收缩很多规则的张量网络，在不同的格子上

都可以进行这种操作。张量重正化群可以用于二维统计模型配分函数的求

解，如Shastry-Sutherland格子上的反铁磁Ising模型[140]，畸变Kagome格子上

的Ising模型[141]，union-jack格子上的Potts模型[142]，三角格子上的自旋玻璃

问题[143]，二维量子问题波函数的收缩[65, 119]，同时在图像处理方面也有广

泛的应用。下面我们以正方格子和六角格子为例，说明这个算法的具体做法。

3.2.1 正正正方方方格格格点点点

如图3.1所示正方格子上的TRG分为两步，首先正方格子是双子格的，我

们可以把正方格子上的所有格点分为两套子格，然后把两套子格上的张量沿分

别着两个不同的对角线方向拽开，这样一个点变成两个点，两个点之间产生新

的指标，四阶张量变三阶。此时我们得到定义在4-8格子上的三阶张量组成的

张量网络。接下来第二步我们把三阶张量中旧的指标收缩掉，每四个三阶张量

收缩变成一个四阶张量，于是我们又得到定义在正方格子上的四阶张量。这就
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图 3.2: 正方格子上TRG的第一步，把每个四阶张量沿对角线方向拉伸成为两

个三阶张量，两套子格上的格点分别沿不同的对角线方向

是TRG的每一步重正化的步骤，晶格结构保持不变，并且每一步之后格点数是

原来的1/2，如果重正化做了step步，那么系统的格点数正比于2step，因此不需

要太多的步骤我们就可以计算很大的系统尺寸。

第一步我们先把四阶张量沿着对角线方向拉伸成两个三阶张量如图3.2，两

套子格上的张量分别沿不同的对角线方向。把四阶张量分解成两个三阶张量的

具体做法是先把四阶张量的指标两两当成一个指标，相当于把四阶张量写成矩

阵形式，再把这个矩阵分解成两个矩阵的乘积。这样两个新的矩阵都有一个新

的下标和一个旧的下标，只要把旧的下标再分开成两个下标，我们就把把一个

四阶张量分解成了两个三阶张量。这个过程如式(3.2)所示：

T 1
ijkl = T 1

ij,kl = S1
ij,mS

2
m,kl = S1

ijmS
2
mkl (3.5)

T 2
ijkl = T 2

jk,il = S3
jk,nS

4
n,li = S3

jkmS
4
mli (3.6)

把一个矩阵分解成两个矩阵的乘积的方式有很多种，我们采用SVD分解来实

现，也就是

Tij,kl = Uij,mΛmVm,kl (3.7)

如果下标i，j，k，l的维数是D，那么新产生的下标m的维数将是D2，令S1
ij,m =

Uij,m

√
Λm和S

2
m,kl =

√
ΛmVm,kl。

T ′
mnpq = S1

ijmS
4
jknS

2
klpS

3
liq (3.8)

新的四阶张量由四个三阶张量的缩并而成。如图3.3左图和式(3.8)所示，每个

三阶张量旧的指标都在内部，全被收缩掉了，新四阶张量的四个下标全都是拉
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图 3.3: 左：正方格子上TRG的第二步，四个三阶张量合并成一个四阶张量。

右：最后一步TRG的做法，把剩下的四个张量的指标全部收缩得到配分函数

伸时新产生的下标。因为新下标的维数是旧小标的平方，每步重正化之后张量

的阶数虽然跟原来一样，但是张量上每个腿的维数却成为原来的平方了，这样

张量的维数会随着重正化步数的增长而指数增长。因此每一步重正化时都需要

对张量的维数进行截断，以保证张量的阶数和维数都不变。

我们可以在SVD分解时按照奇异值的大小进行截断，这样每一步拉伸时新

产生的下标维数跟旧的下标一样都是D，新产生的四阶张量的维数就能和原来

一样了。

Tij,kl =
D2∑
m=1

Uij,mΛmVm,kl ≈
D∑

m=1

Uij,mΛmVm,kl (3.9)

我们可以看到奇异值分解的优势。首先奇异值分解时的奇异值都是非负的，这

样我们只要按照奇异值的大小直接做截断。如果是本征值分解，本征值会有正

有负还可能有虚数导致没有一个好的截断标准。其他的分解方式也存在类似的

问题。

我们把重正化步骤做足够多次就可以得到很大系统尺寸的配分函数了，重

正化的最后一步是当系统只剩下四个张量如图3.3右图所示，只需要直接对张量

进行收缩就可以了。

Z =
∑

ijklmnpq

T f
ijpmT

f
plinT

f
kmqjT

f
qnkl (3.10)

有严格解的模型为检验数值计算的精度提供了依据，正方格子上的Ising模

型有严格解，于是我们用TRG计算了正方格子上的Ising模型，并把数值结果跟
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严格解进行对比。严格解给出的相变的温度Tc = 4/ log(3 + 2
√
2) ≈ 2.2692，正

方格点上自由能的严格解是：

F = − ln(2 cosh 2βJ)/β − 1

2πβ

∫ π

0

dϕ ln
1

2
(1 +

√
1− κ2 sin2 ϕ) (3.11)

比热的表达式：

1

κ
C =

2

π
(βJ coth 2βJ)2{2K1(κ)− 2E1(κ)− (1− κ′)[

π

2
+ κ′K1(κ)]} (3.12)

这里

κ =
e2βJ − e−2βJ

(e2βJ + e−2βJ)2
=

2 sinh 2βJ

cosh2 2βJ
κ′ = 2 tanh2 2βJ − 1,

κ2 + κ′2 = 1

其中K1(κ)是第一类椭圆函数：

K1(κ) =

∫ π/2

0

dϕ√
1− κ2 sin2 ϕ

(3.13)

而E1(κ)是第二类椭圆函数：

E1(κ) =

∫ π/2

0

dϕ

√
1− κ2 sin2 ϕ (3.14)

在TRG的计算中，影响计算精度的一个是重正化的步数，一个是截断维

数。重正化的步数控制的是系统的尺寸，我们计算了Dcut = 10时不同步数下

的结果，如图3.4左图所示我们计算了不同步数下的自由能，可以看到几乎没

有什么差别，但是如果我们观察右图的比热曲线，可以看到step = 10和其它

有显著差异，但是当步数大于20时几乎没有什么差别。在以后的计算中我们

取step = 25。

如图3.5，我们比较了严格解和TRG计算结果的精度，图3.5左图是自由能

误差随着温度的变化，可以看到误差在远离相变点时较小，相变附件较大，在

相变达到最大值，图中的虚线是严格解的相变温度，蓝色是Dcut = 30的结果，

红色是Dcut = 40的结果，可以看到随着Dcut的增长，误差可以被有效地控制。

图3.5右图是不同Dcut时计算出的比热，可以看到Dcut = 30就可以给出很好的跟

严格解符合的结果。
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图 3.4: 正方格子上Ising模型的自由能（左）和比热（右），不同颜色的曲线是

重正化步数不同的结果，自由能在不同步数时的差别不同，比热在的差别则比

较明显

3.2.2 六六六角角角格格格点点点

六角格点上的TRG过程与正方格子类似，如图3.6所示也是分为两步，第

一步(3.15)先把两个三阶张量合并成一个四阶张量，然后沿着垂直于原来公共

边的方向拉伸成为两个三阶张量，我们得到图3.6b的定义在3-12格子上三阶张

量构成的张量网络。第二步是(3.16)把每三个三阶张量收缩成为一个新的三阶

张量，这样我们得到新的定义在六角格子上的张量网络。一步重正化就完成

了，每步之后格点数变为原来的1/3。也就是说如果重正化了step步，那么系统

的格点数正比于3step。

先把图3.6a所示的红色边上的两个三阶张量缩并成一个四阶张量，然后再

把这个四阶张量拉伸成两个三阶张量，拉伸的方向和红色的边垂直。如图3.7和

式(3.15)所示：

T 1
ijmT

2
klm =Mijkl =Mik,jl = S1

iknS
2
jln = S1

iknS
2
jln (3.15)

每个四阶张量拉成两个三阶张量S1和S2，如图3.6b所示，把每三个S1或S2合

并成一个新的三阶张量。图3.8左图以及式(3.16)(3.17)表示怎样把三个三阶张量
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图 3.5: 左：正方格子上Ising模型在不同截断维数时自由能的相对误差，虚

线是严格的相变点位置，越靠近相变点相对误差越大；右：不同维数时

的比热跟严格解比较，黑色曲线是严格解的结果，红色和蓝色的点分别

是TRG在Dcut = 40和Dcut = 30的结果。

合并成一个三阶张量。

T 1′

lmn = S1
ijlS

1
jkmS

1
kin (3.16)

T 2′

lmn = S2
ijlS

2
jkmS

2
kin (3.17)

跟正方格子上一样，重正化的最后一步是对几个张量直接进行收缩，如

图3.8右图所示，六角格子上最后剩下六个张量，我们同样采用周期性边界条

件。

Z =
∑

ijklmnopq

T f
ijqT

f
jkoT

f
klpT

f
lmqT

f
mnoT

f
nip (3.18)

跟正方格子上一样，结果的精度依赖于重正化的步数和截断维数，只要重

正化步骤足够多，这里同样取step = 25，这样结果就只依赖于截断维数。我们

计算了三角格子上铁磁Ising模型，来测试方法的正确性。如图3.9左图所示我

们计算了Ising模型的比热，蓝色是Dcut = 30 的结果，红色是Dcut = 40的结果，

紫红色是严格解给出的结果，可以看到数值结果和严格解相一致。

Kagome格子上的张量收缩可以变成六角格子上的张量收缩问题。如

图3.10所示，第一步跟正方格子一样把四阶的张量拉伸成为两个三阶张量，这

些三阶张量定义在3-12格子上，也就是六角格子上每一个重正化步骤的中间的
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图 3.6: 六角格子上的TRG的分为两个步骤，从(a)到(b)六角格子上两个格点沿

着水平方向收缩，然后把新产生的四阶张量沿着竖直方向拉伸，从(b)到(c)每

三个张量收缩成一个新的三阶张量，因此每步重正化之后系统的格点数是原来

的1/3。

图3.10b，只要再把每三个三阶张量的旧的指标收缩，就可以得到定义在六角格

子上的张量网络。然后采用六角格子上的TRG过程就可以完成Kagome格子上

张量网络的收缩。

我们可以看到，从Kagome格子变到六角格子的过程中，每个kagome格子

上的三角形成为六角格子上的一个点，而kagome格子上每个点被两个三角形共

用，每个三角形上有三个点，也就是说如果kagome格子上的格点数是N的话，

那么上面的三角形的数目是2N/3，这也是kagome格子上的格点数和六角格子

上格点数的对应关系。如果我们做了step步的六角格子重正化，那么相当于处

理了6 · 3step个六角格子上的格点，也就是处理了格点数为9 · 3step的kagome格

子。

如图3.9右图我们计算了kagome格子上的铁磁Ising模型，蓝色和红色分别

是Dcut = 30和Dcut = 40的结果，紫红色是严格解的相变位置，比热的发散位置

与之符合的很好。
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图 3.7: 六角格子上TRG的第一步，先把两个三阶张量收缩成一个四阶张量，

然后把四阶张量沿着垂直于原来公共边的方向拉伸成为两个新的三阶张量
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图 3.8: 左：六角格子上TRG的第二步，三个三阶张量合并成为一个三阶张量；

右：最后一步TRG的做法，把剩下的六个张量的指标全部收缩得到配分函数
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图 3.9: 三角格子和kagome格子比热，紫红色是严格解的结果，分别

是3.6410和2.1433
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图 3.10: Kagome格子上的张量网络变成六角格子上张量网络有两个步骤，

从(a)到(b)每个四阶张量沿着kagome格子上三角形的方向拉伸，从(b)到(c)每三

个张量收缩成一个新的三阶张量，这样就得到六角格子上的张量网络了，再重

复六角格子上TRG的步骤即可。
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图 3.11: 二次张量重正化群方法中系统张量和环境张量的定义，这里黑色的边

表示这条边的指标要被收缩，红色表示指标是开外的，因此系统和环境张量的

都是四阶张量

3.3 二二二次次次张张张量量量重重重正正正化化化群群群

TRG的计算过程中所有的误差都来自于截断，截断方式的选取是决定计

算成功与否的重要因素。TRG对张量的收缩是采用局域截断的方式，我们提

出[128, 129]考虑环境的影响来把对张量进行截断,这就是二次张量重正化群

（Second Renormalization Group, SRG）。我们采用这个方法计算了三角格子上

的Potts模型[144]，diced格子上的反铁磁Potts模型[142]，在后面的章节中我们

会详细讨论这些结果。

3.3.1 method

整个TRG的过程相当于不断地用维数较小的张量近似维数较大的张量，

也就是通过奇异值分解对M矩阵进行截断，配分函数等于很多个张量的收缩，

TRG的做法是对张量网络上每一个张量进行局域的截断。可是我们最终的目的

是计算配分函数，只要对配分函数做优化即可。
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我们把配分函数写成一个局域张量和环境张量的乘积（图3.11所示）：

Z = TrMM e (3.19)

如果对环境张量M e进行奇异值分解

M e
ij,kl =

∑
n

U e
ij,nΛ

e
nV

e
n,kl (3.20)

此时配分函数可以写成Z = TrMU eΛeV e，因为求迹时矩阵的顺序可以轮换，

配分函数又可以表示成Z = TrV eMU eΛe = (Λe)1/2V eMU e(Λe)1/2 如果这里我

们定义

M̃n1n2 = (Λe)1/2n1
V e
kl,nMij,klU

e
ij,n(Λ

e)1/2n2
(3.21)

然后把配分函数写成Z = TrM̃，最小化配分函数的误差相当于最小化M̃的误

差。如果我们把M̃做奇异值分解，M̃ = Ũ Λ̃Ṽ，截断时可以直接对Λ̃进行截断。

再把这个代入式(3.21)，可以得到

M = V e(Λe)−1/2M̃(Λe)−1/2U e (3.22)

这样此时新的张量是

S1 = V e(Λe)−1/2Ũ(Λ̃)1/2 (3.23)

S2 = Λ̃1/2Ṽ (Λe)−1/2U e (3.24)

也就是说现在我们首先计算环境张量M e，再带入式(3.21)计算出M̃，然后

做奇异值分解，进行截断后得到新的张量，这就是一个二次重正化的步骤。剩

下的问题就在于怎么计算环境张量了，环境张量应当是其余所有张量的收缩，

但是在实际的计算中我们不可能严格地计算出环境张量，否则严格计算配分函

数就不是一个困难了。因此环境张量的计算是SRG中最为关键的一步。

最简单的考虑环境的方式是用Λ来近似代替，也就是

M e
ijkl = (Λi)

1/2(Λj)
1/2(Λk)

1/2(Λl)
1/2 (3.25)

这里选择1/2次方而不是其他次方，是因为Λ有一半已经包含在系统张量中，环

境张量包含另一半。当然这是一个很简单却又粗糙的近似，更为准确的方法是

用TRG直接计算出环境，为了节约计算资源，环境块的大小不适于取太大，我
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图 3.12: 环境张量平均场方法的自洽的过程，先对系统张量M做奇异值分解，

然后得到平均场意义下的环境张量，利用环境张量得到新的系统张量，再把奇

异值分解，重复这个步骤

们分别测试了环境块大小为4，8，14，和22个格点的情况。从结果看我们不需

要取太大的环境就可以打到很高的计算精度。

当然除了直接代入之外，我们还可以对环境张量进行迭代计算。进行迭代

时结果的精度会得到大大的提高。首先介绍环境张量用最简单的那种近似时这

种迭代是怎么进行的。我们把M做奇异值分解，得到Λ，然后按照式(3.25) 的

定义得到环境张量，于是可以得到新的系统张量，重复这个步骤，直到Λ 收

敛。这个过程如图3.12所示。环境张量更复杂时，迭代过程也类似。

3.3.2 result

我们通过对三角格子上Ising模型的计算来测试SRG的精度，我们先

用SRG计算配分函数，再跟严格解比较求出自由能相对误差，图3.13不同颜

色的曲线是在环境张量大小不同的情况下计算的，我们看到环境张量取的越

大，对精度的提高越明显。在远离临界点的区域，精度提高特别显著，在临界

点附近精度也有1-2个数量级的提高。

正方格子上同样也可以做SRG，跟六角格子上基本是相同的。如果我们把

正方格子都朝一个方向拉伸，我们可以得到六角格子。我们把正方格子上的张

量网络表示成六角格子上的张量网络后可以用六角格子上SRG的程序进行计

算。正方格子上的结果同样说明相对TRG，SRG可以提高精度。
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图 3.13: 不同温度下三角格子上铁磁Ising模型自由能相对误差，不同颜色的曲

线是环境张量大小不同的结果，在远离相变点的区域，精度提高特别明显

通过第二章的投影方法，我们可以得到六角格子上海森堡模型的基

态，我们知道虽然有了波函数，物理量的计算也是一个困难。我们分别

用TRG和SRG计算了基态能和自发磁化强度，如同样的投影纠缠对态的维

数D下，波函数都是一样的，TRG和SRG只代表所采用的计算物理量的方法

不同。对于纠缠投影对态，我们知道D越大，相应的态就越接近真正的基态，

当D大到一定程度时，跟真正的基态差别会非常小。我们可以看到SRG的结果

无论是基态能还是自发磁化都满足这个规律，可是TRG的结果却明显地违背

了D越大越接近基态这一规律。尽管TRG所计算的基态能更低，但是我们采用

的是同样的波函数，可见跟TRG相比SRG的可靠性和准确性更高。

通过以上无论是经典还是量子模型的结果，我们发现跟TRG相比SRG可以

极大地提高收缩二维张量网络的精度，并且环境并不需要取特别大，就可以使

得整个计算的精度大大地提高。
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图 3.14: 左：正方格子上张量网络表示成垂直方向转移矩阵的乘积，每个方块

内是一个转移矩阵；中：转移矩阵以及矩阵乘积态的定义；右：转移矩阵怎样

作用到矩阵乘积态上

3.4 时时时间间间演演演化化化块块块消消消灭灭灭算算算法法法

配分函数是张量网络的收缩，可以看成是求转移矩阵的最大本征值问题，

我们首先回顾一下求矩阵最大本征值的投影方法，首先生成一个随机向量，把

矩阵作用到这个随机向量上，作用足够多次以后，向量会收敛到矩阵的最大本

征值对应的本征向量，于是我们可以得到最大本征值。

转移矩阵的最大本征值也是同样的求法，只是此时转移矩阵的向量是矩阵

乘积态。具体到正方格子上，投影的方式有两种，下面我们分别对这两种方式

进行介绍。

3.4.1 竖竖竖直直直方方方向向向投投投影影影

如图3.14左图所示，我们可以把配分函数表示成转移矩阵的乘积。如果把

每一行张量（也就是图中的绿色或红色的方块）的横向指标收缩，并把纵向的

指标当成一个指标，这样每个方块就只有沿着纵方向的两个指标，这就是转移

矩阵。张量网络收缩的配分函数，此时就表示成转移矩阵的乘积了。

转移矩阵的本征向量是矩阵乘积态，如图3.14中图所示，每一行的转移矩

阵作用到矩阵乘积态上。具体的方式如图3.14右图所示，每个四阶张量作用到

一个矩阵乘积态的矩阵上面，纵向的指标收缩了，横向的指标并在一起，新

得到的矩阵乘积态的矩阵维数增长。如果四阶张量T的维数是d × d × d × d，
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图 3.15: 左：正方格子上张量网络表示成对角线方向转移矩阵的乘积，每个方

块内是一个转移矩阵；中：转移矩阵以及矩阵乘积态的定义；右：转移矩阵怎

样作用到矩阵乘积态上

MPS矩阵A的维数是D ×D × d，新产生的MPS矩阵A′的维数是Dd×Dd× d

TuvmnAxy[m] = A′
ux,vy[n] = A′

x′y′ [m
′] (3.26)

这样每一步投影之后MPS矩阵的维数都会变大，所以我们要对矩阵的维数

进行截断，截断的依据是第二章的正则化，我们先把MPS正则化，然后根据施

密特系数，对MPS进行截断。可以看到竖直方向的投影对应于第二章提到的非

幺正算符的演化。

3.4.2 对对对角角角线线线方方方向向向投投投影影影

如果我们把张量网络转45度，会发现沿着对角线方向，同样可以定义转移

矩阵。如图3.15 左图所示，每个绿色或红色方块内是转移矩阵。图3.15中图是

转移矩阵作用到矩阵乘积态上的方式。局域的操作如图3.15右图所示，每个张

量作用到矩阵乘积态的两个格点上，这里的作用方式对应于第二章时间演化的

非幺正演化。

跟竖直投影不同，对角线方向的投影每次作用到两个格点上，

Tm1m2n1n2Ax1y[m1]Byx2 [m2] =Mx1,x2 [n1n2] = Ux1m1,y′Vy′,x2m2 = A′
x′
1y

′ [m′
1]B

′
y′x′

2
[m′

2]

(3.27)

这里新的矩阵是：

A′
x′y′ [m

′
1] = Ux1m1,y′ , (3.28)

B′
y′x′

2
[m′

2] = Vy′,x2m2 (3.29)
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每次投影后矩阵A和B的维数会增长，如果张量T是幺正的，我们可以按照前面

第二章介绍的iTEBD的方法对M做奇异值分解；如果是非幺正算符，可以先做

正则化，然后再做截断。
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3.5 三三三角角角格格格子子子上上上的的的Potts模模模型型型

我们采用前面几节介绍过的TRG和SRG方法研究了三角格子上的Potts模

型[144]，我们知道q = 2的Potts模型等价于Ising模型，铁磁和反铁磁都存在严

格解。我们在前面的两节讨论了这个结果，在Dcut = 24时可以保证所有温度

的误差都低于10−7。我们采用Dcut=24对铁磁和反铁磁模型分别进行了SRG的计

算，下面我们对得到的结果进行讨论。

3.5.1 铁铁铁磁磁磁

我们知道铁磁在低温时一定有长程序，相变一定会发生。我们首先计算了

内能的结果，q = 3和q = 4时内能是连续变化的，表明此时的相变是二级的。

而q = 5和q = 6时内能在相变点附近有个跃变，此时相变从一级变成了二级。

这与之前平均场的预言[29]是一致的。正方，六角，三角格子上的铁磁Potts模

型的临界点有严格解。三角格子上的临界点是

ν3 + 3ν2 − q = 0, ν = eβJ − 1 (3.30)

我们还计算了比热比热的尖峰表明有相变的发生。我们通过比热尖峰

来确定相变点的位置，我们把SRG得到的相变点与严格解进行比较，结果表

明SRG可以很精确地确定相变点的位置。临界指数的指数的计算对相变点的精

度要求非常高，我们计算了比热的临界指数。C = (|T − Tc|/Tc)−α，我们首先

通过确定对相变点附近的数据进行拟合。对于q = 3我们得到α = 0.317± 0.009，

对于q = 4我们得到α = 0.592 ± 0.002。这些结果与临界指数的严格结果一致，

表明SRG能够得到非常精确的数值结果。

3.5.2 反反反铁铁铁磁磁磁

三角格子上的反铁磁Potts模型在q = 2和q = 4时零温是临界点，q > 4时从

零温到有限温都无序，只有q = 3时因为是三子格，会形成每套格子各占据一种

状态的反铁磁基态，因而有个有限温的相变。我们计算了q = 3的比热和内能，

比热尖峰表明相变的发生。同样相变的位置由比热尖峰来定，我们得到的结果

是Tc = 0.627163± 0.000003，这个精度比重正化，级数展开和蒙特卡罗的精度

都高。除了q = 3之外，其他q值的反铁磁Potts模型都是没有相变的。我们还计

算了他们的比热，所有的比热曲线都是光滑的，并且有一个宽的峰，这个峰和
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相变没有关系。在低温时比热为零，在高温时当所有能量都激发，高温极限下

比热趋于零，所以比热有个最大值，但是因为没有相变的发生，比热曲线会有

一个包。



第第第四四四章章章 Union-jack 格格格子子子上上上的的的反反反铁铁铁磁磁磁Potts模模模型型型

跟铁磁Potts模型相比，反铁磁Potts模型的性质是非常丰富，且不可预测

的，在不同格子上的不同q值时表现出不同的行为。这一章我们采用前面第

二章和第三章介绍的张量重正化方法对Diced格子和union-jack格子上的反铁

磁Potts模型进行研究。

部分长程序通常发生在阻挫系统中，阻挫系统有一个特征就是零温熵不为

零，而反铁磁Potts模型的零温熵也不为零，因而这类系统中也可能存在部分长

程序。Diced格子上q = 3的反铁磁Potts模型就是一个例子。Diced 格子是双子

格的，两套子格之间的不等价性造成部分有序的出现。我们试图寻找存在部分

有序的其他格子，最后发现union-jack格子上q = 4存在这种部分有序引起的相

变[142]，同时这个格子在q = 2时存在阻挫引起的部分有序，q = 3在发生第一

个相变后也存在部分有序。

如图4.1左图所示union-jack格子也就是中心正方格子，可以通过在正方格

子的每个方块中心加一个点，并使之与四周的格点相连而得到。因为正方格子

是双子格的（图中的红色和蓝色格点），新加入的点（黄色格点）和这两种格

点属于不同的子格，因此union-jack是三子格的。我们看到每套格点的配位数

分别是8，8，4，红色和蓝色格点的数目是总格点数N的1/4，黄色格点的数目

是N/2，所有格点的平均配位数是6，正是因为不同子格之间的不等同性，导

致union-jack格子上的反铁磁Potts模型有很丰富的物理。Union-jack格子的对

偶格子是由四边形和八边形构成的4-8格子（图1.1第一行第三个），一种双子

格，每个格点的配位数都是3的阿基米德格子。

Union-jack格子的晶格元胞如图4.1中图所示，晶格上每个元胞的哈密顿量

的定义如下：

HUJ
� = J (δσ1σ2 + δσ2σ3 + δσ3σ4 + δσ4σ1) /2

+J (δσ1σ5 + δσ2σ5 + δσ3σ5 + δσ4σ5) (4.1)

这里的1/2是因为，每条四边形上的边被两个元胞共用，于是我们可以定

义T� = e−βH�，这里除了σ5之外的点都是和其他元胞共用的，所以状态数
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图 4.1: 左：union-jack格子是中心正方格子，通过在正方格子（红色和蓝色格

点构成的格子）每个方块的中心加一个点得到，因而是三子格的（红蓝黄三种

格点），配位数分别是8，8，4；中：union-jack格子的元胞，如果把每个元胞中

间的点求和掉，我们得到张量的定义；右：union-jack格子上配分函数可以定

义在正方格子上

的求和只要对σ5 进行，于是T�是关于σ1，σ2，σ3和σ4的函数T�(σ1σ2σ3σ4) =∑
σ5
e−βH�，然后做变量代换：

α = mod(σ1 − σ2, q),

β = mod(σ2 − σ3, q),

γ = mod(σ3 − σ4, q),

δ = mod(σ4 − σ1, q),

这里新的变量α，β，γ，和δ定义和前面正方格子上的对偶格子张量定义是一样

的。这样每个元胞由一个四阶张量表示，相邻的元胞共享一个键，也就是这里

的每一个新的指标，于是配分函数可以表示成定义在正方格子上张量网络的收

缩，我们可以使用TRG和iTEBD对配分函数进行计算。得到了配分函数，我们

可以求导而得到其他热力学量。
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图 4.2: 左：Diced格子分为红蓝两套子格，配位数分别是3，6；中：在对偶格

子上张量的定义；右：diced格子上配分函数可以定义在kagome格子上

4.1 Diced格格格子子子上上上的的的q = 3反反反铁铁铁磁磁磁Potts模模模型型型

如图4.2左图所示Diced格子是由四边形构成的，因而是双子格的，蓝色子

格和红色子格的配位数分别是3和6，所以红色格点的数目是蓝色格点的两倍，

红色格点的数目是N/3，蓝色格点是2N/3，系统的平均配位数是4。我们可以

按照第三章提到的对偶格子上张量网络的写法，来定义diced格子上的配分函

数。如图4.2中图我们在diced格子上的每个四边形上定义四阶张量，这样配分

函数就表示成了kagome格子上的四阶张量的收缩（图4.2右图所示）。

Diced格子是kagome的对偶格子，跟其他二维格子一样，铁磁的情况下的

总是有相变，不过没有严格解。反铁磁情况下，当q = 2时，跟其它双子格格子

（如正方格子）一样，基态是每套格点各占据一种状态，低温存在长程序，相

变一定发生，因为有严格解存在，这里不仔细地讨论。而q = 3时正方格子上是

零温临界点，可是Diced格子上却存在有限温的相变。

Jensen[146]等人首先对kagome格子上的配分函数零点的进行了分析。配分

函数是解析函数，如果我们把它解析延拓到温度轴的复平面，我们会看到到

配分函数在复平面有奇点。在热力学极限下，这些奇点会无限接近温度的正

实轴的某个点，这个点就是相变发生的点。Jensen等人利用低温级数展开计

算了kagome格子上q = 3的零点，他们发现在ν = −3.486 ± 0.003的地方是配分

函数的奇点。Feldmann等人[147]根据Potts模型的对偶性质，指出在Diced格子

上ν = −0.8607± 0.008的地方会存在一个相变。

相变的发生是Kotecky等人[145]通过Monte Carlo方法证实的。他们在不同

的系统尺寸下计算了Binder ratio和关联长度，不同尺寸的宾得比率（Binder
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图 4.3: Diced格子上q = 3的熵和比热，蓝色曲线是熵，红色是比热，绿色虚线

是熵的低温和高温极限，紫色虚线是蒙特卡罗计算[145]给出的相变点。

ratio）和关联长度随着温度的变化相交于同一个点，表明临界点的存在性，并

且可以精确地得到临界点的位置。因为在蒙特卡罗计算中，这是确定临界点最

精确的方法。他们还从解析的角度证明了这个相变的存在性。

Diced格子是由四边形构成的，如图4.2中图所示。 q = 3时总共有三种状

态，相邻的格点又必须占据不同的状态，那么在一个四边行上，一对红色或一

对蓝色格点，至少有一对必须占据相同的状态。如果现在所有红色格点占据

状态‘0’，那么每个蓝色格点都可以任意地占据‘1’和‘2’两种状态，反过

来蓝色格点都是一种状态也同样。系统的总格点数如果是N，红色格点的数目

是2N/3，蓝色格点的数目是N/3。在前一种情况（红色格点有序）时的状态数

是2N/3，后一种情况的状态数是22N/3。在热力学极限下，蓝色子格有序的可能

性远大于红色子格有序。Diced格子上的低温序是一种部分有序的长程序。

正如上面提到的，我们可以把Diced格子上的配分函数写成定义在kagome格

子上的四阶张量的收缩。这样我们可以在使用TRG和SRG来计算热力学量。我

们首先计算了熵，图4.3中蓝色曲线根据玻尔兹曼定律S ∝ lnW，这里W是总

的状态数，我们可以由状态数确定出熵的大小。高温时因为每个格点的自由度
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图 4.4: Diced格子上q = 3时的序参量，这里序参量的定义是A子格上的磁化强

度，绿色虚线是序参量的低温和高温极限，子图是磁化率，发散表示相变发生

是3，总的状态数是3N，每个格点的熵是ln 3。零温时状态数22N/3，所以低温熵

极限是2/3 ln 2。熵的高温和低温极限在图4.3中用绿色虚线表示。但是因为基

态中还包括大量不是完全有序的状态，严格的零温熵会跟2/3 ln 2有一定的差

距，我们将在这一章的最后一节这个差距出现的原因。

我们还计算了系统的比热，图4.3中的红色曲线，比热有一个尖峰，表明相

变的发生。通过比热尖峰得到的相变点的位置跟蒙特卡罗[145]的结果（紫色虚

线）一致。

序参量是刻画相变的重要物理量，我们也对序参量进行了计算，在图4.4中

用蓝色的曲线表示，图4.4中的小图是磁化率。在这里序参量的定义为红色子格

（A子格）上处于状态‘0’的格点数除以总的格点数：

M =
∑
i∈A

δσi,0/N (4.2)
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可以通过在A子格上加一个小的外场，来计算序参量

M = − ∂

∂h
lim

N→∞

1

N
lnZ (4.3)

在零温时A子格的格点数是总格点数的1/3，所以序参量的零温极限是1
3
≈

0.3333，随着温度的升高在序参量为零的相，每个格点占据‘0’‘1’‘2’三种

状态的几率是相等的，这时序参量的大小就变成1
3
× 1

3
= 1

9
≈ 0.1111。序参量的

高温和低温极限在图4.4中虚线表示。序参量跟零温的极限有一定的差距，这是

缺陷造成的，我们将本章的最后一节讨论这个影响。

磁化率是序参量对磁场的导数，从图4.4可以看到磁化率发散的温度，并不

严格等于序参量变为0.1111 的温度。长程有序意味着对称性的自发破缺，但是

在没有任何外场的情况下，系统的对称性不可能破缺。我们需要加一个小的外

场，使得对称性破缺，这个外场趋于零的极限就是自发磁化强度的数值。然而

实际计算中不可能让外场太小，必定是一个小的但有限的数值，正是因为我们

引入的小磁场，使得磁化强度并不是在相变点立刻变到无序时的数值。
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图 4.5: Union-jack格子上q = 2的Potts模型和正方格子上八顶点模型的映射，

Potts模型上两个相邻格点的状态相同对应与顶点模型的出射箭头，不同的状

态对应入射的箭头

4.2 q = 2

q = 2的Potts模型等价于Ising模型，在union-jack格子上有严格解，而且耦

合强度各向异性也有严格解。1966年Vaks, Larkin and Ovchinnikov [8]首先给

出了union-jack格子上Ising模型的严格解，他们考虑的是耦合强度对称的情况，

得到了自由能和两点关联函数。1975年Sacco和Wu[148] 将这一结果与三角格子

上的32顶点模型相联系。1987年Wu和Lin[149, 150]给出耦合强度各向异性下的

严格解，证明这个问题与正方格子上的八顶点模型等价，并证明其满足自由费

米子条件。通过这个等价性他们计算了自由能，自发磁化强度以及三点关联函

数。

4.2.1 严严严格格格解解解

首先我们介绍怎样把这个模型映射到八顶点模型。把union-jack上的每个

元胞（如图4.1中图所示）中心的格点积分掉，外面剩四个格点。如图4.5所示，

这四个格点如果相邻的两个取相同的状态，我们就画一条垂直于这两个点所在

边的实线，否则画一条虚线。每个格点有两种状态，每个元胞有四个格点因而

有十六种状态，也就是图4.5 中的八种，以及把‘0’和‘1’两种状态互换之

后的八种，然而虚线实线的构型就只有如图所示的八种。如果我们把实线用出

射的箭头表示，虚线用入射的箭头表示，图4.5后六个就是满足冰规则的六顶点

模型中的六种顶点，再加上全都是出射和全都是入射的前两种顶点，我们就得

到了八顶点模型。正方格子上的八顶点模型是有严格解的，于是我们就可以得

到union-jack格子上q = 2Potts模型的严格解。
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接下来我们对Union-jack格子上Ising模型各向异性的严格解进行讨论，如

图4.1中图，在各向异性时每个元胞上的哈密顿量是

H� = J(σ1σ2+σ3σ4)/2+ J ′(σ1σ4+σ2σ3)/2+ J1σ1σ5+ J2σ2σ5+ J3σ3σ5+ J4σ4σ5

(4.4)

这里的1/2是因为每条外面的边被两个元胞所共用，此时某种构型的几率是：

ωσ1,σ2,σ3,σ4 = eβ/2(J(σ1σ2+σ3σ4)+J ′(σ1σ4+σ2σ3))
∑
σ5

eβ(J1σ1+J2σ2+J3σ3+J4σ4)σ5

= 2eβ/2(J(σ1σ2+σ3σ4)+J ′(σ1σ4+σ2σ3))/2 cosh(β(J1σ1 + J2σ2 + J3σ3 + J4σ4))

这里前面的系数2是由于双曲余弦函数的定义要除以2。

图4.5中八种构型的权重分别是：

ω1 = 2eβJ+βJ ′
cosh(β(J1 + J2 + J3 + J4)),

ω2 = 2e−βJ−βJ ′
cosh(β(J1 − J2 + J3 − J4)),

ω3 = 2e−βJ+βJ ′
cosh(β(J1 − J2 − J3 + J4)),

ω4 = 2eβJ−βJ ′
cosh(β(J1 + J2 − J3 − J4)),

ω5 = 2 cosh(β(J1 + J2 − J3 + J4)),

ω6 = 2 cosh(β(−J1 + J2 + J3 + J4)),

ω7 = 2 cosh(β(J1 − J2 + J3 + J4)),

ω8 = 2 cosh(β(J1 + J2 + J3 − J4)),

可以证明这些权重此时满足自由费米子条件:

ω1ω2 + ω3ω4 = ω5ω6 + ω7ω8 (4.5)

自由费米子模型的自由能被Fan和Wu计算过[151]，于是可以得到Ising模型上每

个格点上的自由能：

F =
1

16π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

dθdϕ ln(2a+2b cos(θ)+2c cos(ϕ)+2d cos(θ−ϕ)+2e cos(θ+ϕ)

(4.6)
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这里我们有

a =
1

2
(ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 + ω2
4),

b = ω1ω3 − ω2ω4,

c = ω1ω4 − ω2ω3,

d = ω3ω4 − ω7ω8,

e = ω3ω4 − ω5ω6,

Baxter[152]计算了自由费米子模型的自发磁化强度，我们可以得到Ising模型上

每个格点上的自发磁化强度是：

M = (1− Ω−2)1/8 (4.7)

这里

Ω = 1− γ1γ2γ3γ4
16ω5ω6ω7ω8

(4.8)

这里系数的定义是：

γ1 = −ω1 + ω2 + ω3 + ω4,

γ2 = ω1 − ω2 + ω3 + ω4,

γ3 = ω1 + ω2 − ω3 + ω4,

γ4 = ω1 + ω2 + ω3 − ω4,

发生相变的临界点是Ω2 = 1，也就是

ω1 + ω2 + ω3 + ω4 = 2max(ω1, ω2, ω3, ω4) (4.9)

Vaks考虑的是耦合强度对称的情况，也就是J = J ′以及J1 = J2 = J3 =
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J4时，八种构型的概率成为：

ω1 = 2e2βJ cosh(4βJ1),

ω2 = 2e−2βJ ,

ω3 = 2,

ω4 = 2,

ω5 = 2 cosh(2βJ1),

ω6 = 2 cosh(2βJ1),

ω7 = 2 cosh(2βJ1),

ω8 = 2 cosh(2βJ1)

4.2.2 数数数值值值结结结果果果

我们计算了union-jack格子上的热力学量，图4.6中的蓝色和红色曲线分别

是熵和比热。比热曲线的发散告诉我们低温有长程序。一般阻挫的格子上是

没有长程序的，如三角格子和kagome格子。union-jack格子是由三角形构成的，

不可能让每条边的能量都最小化，能量最小的状态是每个三角形上有两条边的

能量最小化，也就是说两个格点取相同的状态，剩下的格点取另外一种状态。

在整个晶格上比较简单的情形是三套子格中的其中两套形成反铁磁序，这样第

三套子格上的每个格点可以任意选取两种状态。 因为C子格的格点数是N/2，

A和B子格形成长程序的状态数是2N/2，如果是A和C形成反铁磁序B格点可以

任意选取两种状态，这样的状态数是2N/4，B和C形成反铁磁序结果也一样。可

见在热力学极限下A和B形成反铁磁序的可能性远远大于其他的可能性。

零温熵可以告诉我们状态数的信息。在熵的计算中我们发现低温时总有一

个小的发散，这个发散是怎样产生的呢？首先我们写出几种构型的概率：

ω1 = e2βJ(1 + e4βJ),

ω2 = 2e2βJ ,

ω3 = ω4 = 2e3βJ ,

ω5 = ω6 = ω7 = ω8 = e2βJ(1 + e2βJ),



第四章 UNION-JACK 格子上的反铁磁POTTS模型 69

0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

 

 

T

C

 
S

图 4.6: union-jack格子上q = 2的熵和比热，蓝色曲线是熵，绿色虚线表示熵的

低温平庸极限，红色曲线是比热，紫色虚线是严格解的相变位置。

我们发现每个张量都可以提出一个因子e2βJ，反铁磁低温时这个量是很小的，

这样会导致整个计算的精度大大降低，我们有必要把这个因子整体提出来。这

样配分函数就成为Z = (e2βJ)N/2Z0，我们知道熵的表达式是：

S = T
∂ lnZ

∂T
+ lnZ (4.10)

把配分函数分成两部分之后，熵的表达式成为：

S = T
∂ lnZ0

∂T
+T

∂βJN

∂T
+lnZ0+βJN = T

∂ lnZ0

∂T
+lnZ0−βJN+βJN (4.11)

我们在计算中采用的低温熵的表达式是S = lnZ，因为反铁磁Potts模型的基态

能是零，因而自由能中只包含熵乘以温度的贡献，这个近似在低温是好的近

似，可是这里如果熵只包含一项的话，在低温时就会有一个发散项，如果我们

把每个张量都除以这个因子的话，发散项将被消除。

消除了发散项后，我们得到了光滑的熵曲线，图4.6中的蓝色曲线，因

为A和B有反铁磁序的状态数是2N/2，熵的零温极限是log2/2，在图中我们用绿

色虚线表示，可以看到实际的熵跟这个极限有一定的差距，这是因为包含缺陷

的态对状态数的贡献也不为零，我们将在这一章的最后一节讨论这个问题。
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图 4.7: union-jack格子上q = 3的熵和比热，蓝色曲线是熵，红色是比热，比热

的出现了两个尖锋是因为这里发生了两次相变。

4.3 q = 3

q = 3的情况通常比q = 2复杂，可是因为union-jack格子是三子格的，并且

每套子格的取法是固定的，因此基态就是每套格子分别占据不同的状态，所以

在union-jack格子上反而q = 3的情况要更简单些。在低温下有序，温度升高热

涨落增强长程有序被破坏。

我们计算了q = 3的热力学量如图4.7所示，蓝色曲线是熵，红色是比热。

因为格子是三子格确定的，A、B和C三套子格上的格点分别占据一种状态就是

基态。A格点可以选取‘0’、‘1’和‘2’三种状态，如果A格点选择的是‘0’，

那么B格点可以选择‘1’和‘2’两种状态，若B占据的是状态‘1’，那么C格

点只能占据状态‘2’了。所以基态总共有六种，在热力学极限下零温熵等于

零，我们的数值结果也是零。

我们通过对比热尖峰的计算来确定相变点的位置。然而我们却发现比热有

两个尖峰，也就是发生了两次相变。系统发生了从有序相到另一个有序相的转

变，再从高温有序相到无序相的转变。高温时的性质跟激发态有关，下面我们

来分析激发态的性质。我们知道union-jack 格子上的基态时只要一个三角形上
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三个格点的状态确定了，所有格点的状态都确定了。当一个C子格上的格点状

态发生变化时，也就是说取另外的两种状态时，有两条边的能量会发生改变，

这种激发态的能量是2J。当一个A子格上的格点状态发生变化时，至少会有四

条边的能量发生变化，这种激发态的能量是4J。同样B子格上也是，激发态的

能量是4J。

因为激发A或者B子格上格点所需的能量是C子格的两倍，在温度不够

高时，C子格的无序的可能性高于A和B子格无序，所以在有限温时会存

在A和B子格上的有序，这是一种部分有序，这种部分有序就是前面提到的

高温有序相，正是这种部分有序，导致系统从低温到高温有两个相变。
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4.4 q = 4

对于q = 4的情况我们关心是否会存在类似diced格子上q = 3的那种部分有

序，如果有部分有序，这个序是否可以在有限温存在。这种序是什么样的。我

们通过对热力学函数的计算试图回答这些问题。我们知道union-jack格子可以

分成三套子格，其中A和B子格的格点数分别是N/4，而C子格的格点数是N/2，

这里N是总的格点数。从diced 格子上的经验我们知道，如果有长程序的发生，

那么一定是在发生在格点数少的格点上，因此这里的序可能是A子格或者B子

格有序，或者A子格和B子格同时有序。

如果是A和B子格同时有序，即A和B子格分别占据状态‘0’和‘1’，那

么C子格上的每个格点可以任意选择‘2’和‘3’两种状态，所以A和B同时有

序的状态数是2N/2。如果是A和B子格只有一套处于长程序，比如A子格占据状

态‘0’，那么B子格和C子格就占据剩下的‘1’，‘2’，‘3’三种状态，相当于

是decorated-square格子上的q = 3的反铁磁Potts模型。如果q = 3的decorated-

square零温熵是Sds
0 ，并且S

ds
0 = ln ζ，那么A子格有序的状态数是ζ3N/4，这

里3N/4是因为B子格和C子格总的格点数为3N/4。因此如果ζ > 22/3，也就

是Sds
0 > 2/3log(2) 部分有序发生在A或者B子格上，否则A子格和B子格将同时

有序。

4.4.1 数数数值值值结结结果果果

我们首先计算了decorated-square格子上q = 3Potts模型的零温熵。如

图4.8左图所示，decorated-square格子是在正方格子的每条边上加一个点，

使之与边上的两个点有相互作用，我们可以看到decorated-square 格子可以

由union-jack格子上的的B子格（蓝）和C子格（黄）构成。而decorated-square格

子上的配分函数可以定义在正方格子上，如图4.8右图所示，我们可以把黄色格

点上的物理自由度做为张量的指标。在式(4.12)中S的定义与第二章中的定义相

同。

Tσ1σ2σ3σ4 =
∑
σ5

Sσ1σ5Sσ2σ5Sσ3σ5Sσ4σ5 =
∑
σ5

eβJ(δσ1σ5+δσ2σ5+δσ3σ5+δσ4σ5 ) (4.12)

decorated-square格子上的q态Potts模型可以映射到正方格子上的q态Potts模

型，decorated-square格子上无论是铁磁还是反铁磁的的Potts模型都会映射到

正方格子上铁磁的Potts模型。我们可以通过正方格子上q = 2的严格解，定
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图 4.8: 左：union-jack格子上的B子格（蓝）和C子格（黄）构成decorated-

square格子；右：decorated-square格子上的张量的定义，把黄色格点的物理指

标看成是张量的指标，这样decorated格子上的配分函数就可以表示成正方格子

上的张量的收缩

出decorated-square 上q = 2的相变点，在计算中我们通过相变的位置的正确

性来验证程序的正确性。然后计算了q = 3的零温熵，我们的结果是0.561069，

而2/3log(2) ≈ 0.462098，于是我们有ζ > 22/3，因此union-jack格子上如果有部

分有序，这种部分有序只发生在A子格或者B子格上。

如图4.9我们计算了q = 4的熵，玻尔兹曼定律告诉我们S ∝ log(W )，这

里W是状态数。在高温时每个点的自由度是4，总的状态数是4N，于是每个格

点的熵Suj
∞ = log(4)，这就是高温熵的极限。下面我们讨论零温熵。在只有A子

格有序时，B子格和C子的状态数跟decorated-square格子上q = 3是相同的，也

就是说Suj
0 = 3/4Sds

0 = 0.420802，这个数值在图4.9中用绿色虚线表示。但是我

们的计算的结果是0.430998，关于这个偏差我们可以将在后面讨论。

相变的发生伴随着热力学函数的奇异性，通常最常见的发散量是比热，一

级相变时比热发散，二级相变比热通常是不连续的，但是一些二级相变（如正

方格子上的Ising模型）的比热在相变点附近是对数发散的，因此比热的奇异性

可以很好地揭示相变的发生及其性质。我们计算了union-jack格子上q = 4的比

热，来观察相变是否会发生，如图4.9中的红色曲线，整个比热曲线看起来是光

滑的，跟零温临界和没有相变发生时的行为类似。

我们计算比热是通过对配分函数做二阶微分得到，在数值计算中微分的计

算是通过差分得到的，差分的精度可以通过缩短离散格点之间距离来提高。我

们把温度间隔取更小，得到新的数据，可以看到此时的比热在最大值的左边，

也就是低温的方向有个微小的晃动，当然这有可能是计算精度造成的，于是我
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图 4.9: union-jack格子上q = 4的熵和比热，蓝色是熵，绿色虚线是用decorated-

square格子上的熵估计出的零温极限，红色是比热

们增加截断维数，在我们的最大的努力下这个微小的晃动仍然不消失。

为了研究清楚这个微小晃动的起因，我们又采用iTEBD的方法对比热进行

计算。当截断维数很小时，这个微小的晃动消失了，可当我们增加截断维数，

并缩小温度间隔时，可以看到比热实际上是不连续的，有个微小的跳跃，只是

这个跳跃的数值非常小。温度间隔越小，这个跳跃的值越大。可是我们不能任

意地减小温度间隔，因为数值计算是有一定精度的，间隔太小会导致计算无法

区分相邻两个温度点的配分函数。

如图4.10所示，我们采用iTEBD计算了Dcut = 800时的比热，因为我们在

计算中加入了好量子数，因而可以计算到Dcut很大的数值。我们可以看到，比

热有一个在微小晃动的温度区间内有不连续。比热的不连续明确地证实了相变

的发生。

我们发现不同D对应不同的连续的区间，也就是相变点的位置是不同

的。这是因为类似于有限尺寸标度，矩阵乘积态的计算中会有一个有限D标

度[153]。我们以比热不连续的两端的中点做为特定D时的相变点，通过外插的

方法推测出截断维数无穷大时的相变点T∞
c = 0.339(1)，如图4.11所示。
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图 4.10: union-jack格子上q = 4的比热，这里的比热是用iTEBD在D = 800的情

况下算出的，比热的不连续表明相变的发生。

矩阵乘积态存在有限尺寸标度是跟MPS本身的性质有关的。MPS的纠缠熵

随着MPS矩阵的维数对数增长，我们知道在临界点附近纠缠熵随着关联长度也

是对数增长的[154]，于是MPS矩阵的维数和关联长度是幂函数关系ξ = Dκ。我

们知道有效温度t跟关联长度的关系是t ∼ ξν，于是ξ ∼ t−1/ν，这样我们得到有

效温度跟MPS矩阵维数的关系t ∼ D−κ/ν，我们知道有效温度t = |T − Tc|/Tc，
这样温度跟MPS矩阵维数的关系是TD = Tc − aD−κ/ν，在矩阵维数无穷大时，

我们得到临界点，幂次函数的截距就是临界温度。

序参量是刻画相变的重要物理量，为了验证我们前面关于长程序的猜想，

我们计算了序参量。我们认为长程序是A子格的格点都取相同的状态，这里序

参量的定义是M =
∑

i∈A δσi,0/N，也就是对A子格上所有状态为‘0’格点的格

点数的求和。因为A子格占所有格点数的1/4，在完美序的情况下，序参量的

零温极限是1/4，然而我们计算的零温极限却小于这个数值。如图4.12所示，蓝

色曲线是序参量，绿色虚线是平庸极限。高温下每个格点可以任意选取四种状
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图 4.11: union-jack格子上q = 4的截断维数和临界点的线性拟合，这里的临界

点是通过比热曲线不连续的两边的中点

态，A子格也同样，序参量的高温极限是1/4× 1/4 = 1/16 = 0.0625，跟我们的

计算符合的很好。

磁化率是序参量相对外加磁场的一阶导数，我们也计算了磁化率。如

图4.12中的子图所示，磁化率在相变点附近发散，我们可以通过发散点的位置，

严格地定出相变点的值。我们看到磁化率发散的点，并不是序参量变到高温极

限的位置。序参量不为零，意味着存在对称性破缺，我们在计算中是通过在系

统上一个小的外场，使得对称性自发破缺到长程有序的状态。在低温时这个小

的外场的影响比高温时更重要。我们看到在相同D的情况下，磁化率和比热给

出的相变点是一致的。

零温熵和零温磁化强度跟理论预言都有一个偏差，这个小的偏差是因为这

里的序是根据状态数的最大化挑选出来的，有大量的不满足这个序的状态也是

基态。例如图4.13左图所示的情况，在所有A子格的格点都占据状态‘0’时，

如果有一个A格点占据状态‘1’，跟这个格点相邻的B子格和C子格的自由度变
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图 4.12: union-jack格子上q = 4的序参量，这里序参量的定义是A子格的磁化强

度，绿色虚线是序参量的低温和高温极限，子图是磁化率

小，可是远离这个A格点的其余B格点和C格点的自由度仍然不受影响，这样的

状态的状态数随着粒子数也是指数增长的，这种不是完美序的状态对熵也有贡

献，我们把这样一个A格点叫缺陷。这是一个缺陷，还有两个，三个甚至更多

的缺陷，两个相邻的缺陷，也分这两个缺陷相邻和远离的情况，图4.13右图是

两个缺陷相邻的情况，正是这些形形色色各种类型的缺陷导致零温熵的值相

对decorated-square格子零温值有偏差。

4.4.2 映映映射射射到到到其其其他他他统统统计计计模模模型型型

零温时union-jack格子上q = 4Potts模型可以映射到其他的统计模型。我们

知道反铁磁的Potts模型在零温时等价于图论里的顶点染色问题。顶点染色问

题是说在一个给定的图（顶点和边的集合）上给顶点染色，要求同一条边上的

两个顶点必须染不同的颜色。而反铁磁Potts模型的基态要求有相互作用的两

个格点（被一条边相连）必须占据不同的状态，因此这两个问题是等价的，某
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图 4.13: union-jack格子上的缺陷，左：一个缺陷，最中心A格点的状态是‘3’，

而不是‘0’，破坏了长程序，可是这个状态仍然是基态，只是周围的B格点

和C格点的状态选择变少了；右：两个缺陷，中间的两个A子格的状态是‘3’，

而不是‘0’。

格子上q态反铁磁Potts模型在零温时等价于这个格子上的q色顶点染色问题。这

一小节，我们把union-jack格子上的四色顶点染色问题映射到其他统计模型。

除了顶点染色问题之外，还有边染色问题。边染色是说在图的边上染色，

要求共用一个顶点的两条边必须染不同的颜色。我们可以建立union-jack格子

的四色顶点染色问题，与其对偶格子上三色边染色问题的映射。如图4.14左图

所示的正四面体，正四面体的顶点表示union-jack格子的四种颜色，这里我们

用数字表示那四种颜色，正四面体的边表示其对偶格子上边的颜色，这里我们

用红绿蓝三种颜色表示对偶格子上的三种颜色。可以看到正四面体每个面上的

三角形都是三条边的颜色各不同。如图4.14 右图所示，union-jack格子上的每

个三角形都映射到其对偶格子4-8格子上的一个点，这个点的三条边各不相同，

满足边染色问题的条件，这样我们就建立了从union-jack的四色顶点染色问题

到4-8格子上三色边染色问题间的映射。可以看到每一个union-jack 格子上的顶

点染色状态，都可以对应到4-8格子上的一个三色边染色状态。可是反过来当

我们有一个边染色的状态时，从任意一条边出发，这条边的一个格点有四种选

择，当一个点的状态选定后，另一个也定下来了，同时其他格点的状态也跟着
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图 4.14: 左：顶点染色与边染色状态的对应，四边形的顶点是union-jack格

子上顶点染色的四个状态，四边形的边是4-8格子上的边染色的状态；右：

union-jack格子上四色顶点染色问题跟其对偶4-8格子上的三色边染色问题的对

应。

完全确定了，所以反过来是一个一对四的映射。可以看到这个映射对任何由三

角形组成的平面格子都适用[155]。

因为4-8格子上每个格点有三个边，这三条边的颜色都不同。如果我们任

意选取其中两种颜色，例如红和蓝，选取格子上所有的顶点和它的红边蓝色构

成一个图。每个格点都会有两条边是红色或蓝色的，这样图上的每个格点的

连通度都是2，我们知道连通度为2 的点会形成一个个的回路。这些回路满足

一些特殊的性质，首先是每个格点都有回路通过，并且每个格点只有一个回

路通过，其次是回路之间不接触也不相交。这样的回路模型被称为fully-packed

loop(FPL) model，配分函数可以写成：

Z =
∑
G

nNL (4.13)

这里的NL是回路的数目，n是回路的fugacity，也就是自由度。如果我们把回

路的状态映射回到染色问题，每个回路可以对应于‘红蓝红蓝’或者‘蓝

红蓝红’两种状态，所以跟三色边染色问题等价的FPL模型的fugacity是2。

Jacobsen[156] 研究了4-8格子上的FPL模型，他指出n > 1.88时关联长度是有

限的，意味着系统处于非临界状态。他还指出在n = 2时这个模型可以映射
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图 4.15: 六顶点模型，满足冰规则，每个顶点上的四条边，都是两进两出的，

因而总共有六种构型。

到9态Potts模型。

4-8格子上的三色边染色问题还可以映射到正方格子上的completely-packed

loop(CPL) model [157]。4-8格子上的边有构成四边形的和只构成八边形的两

种，我们分别称这两种边为内边和外边。四边形的边为内边，每个四边形与四

条外边相连。总共三种颜色于是每个四边形上总有一对内边的颜色是相同的，

并且这两条边是相对的。连接这两条边的对角线把四条外边分成两对，每对的

两条边的颜色必然相同。如果四边形上两对内边的颜色都相同，那么四条外边

的颜色都相同，这四个外边可以沿着任意一个对角线方向分成两组。抹去内边

后所有的外边形成正方格子，把正方格子上相同颜色的边连在一起，会形成

一个个回路，这些回路会覆盖正方格子的每条边，每条边只属于某一个回路，

回路之间不相交但可以接触，这样的回路模型就是CPL模型，跟FPL模型不

同，CPL模型只能定义在配位数全是偶数的格点上，配分函数的形式跟FPL模

型一样。我们把CPL模型映射回到边染色问题时，每个回路可以选取三种颜

色，因此跟边染色问题等价的CPL模型上fugacity是3。正方格子上的CPL模型

在|n| < 2是临界的，所以n = 3时是非临界的。

正方格子上的CPL模型可以映射到正方格子上的六顶点模型[158]，对应关

系是∆ = −n/2。如果我们在CPL的每个回路都沿着逆时针或者顺时针方向加

上箭头，因为每个格点有两条回路通过，对每个回路来说都是一进一出，每个

顶点上一定是两进两出的，这样我们就建立了CPL模型和六顶点模型的映射。

正方格子上的六顶点模型有严格解。这个解首先是Lieb[159]给出的，后来还有

这个结果的推广。对于六顶点模型，在∆ ≥ 1时处于铁电相，这个相是非临界

的，在∆ < −1处于反铁电相，同样也是非临界的，而在−1 ≤ ∆ < 1时处于无

序相，这个相是临界的。在CPL模型n = 3的情况下∆ = −3/2，所以此时系统

是处于反铁电非临界区域。

union-jack格子上零温的q = 4Potts模型与4-8格子上的三色边染色问题
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和n = 2的FPL模型等价，同时也和正方格子上的n = 3的CPL模型和六顶

点模型等价。最后这个模型也可以映射到正方格子上q = 9的铁磁Potts模

型[160]，对应的铁磁Potts模型的温度是eβJ = 4。这些模型都是非临界的，所

以在q = 4在零温时也是非临界的，这跟我们关于零温有长程序的观点是一致

的。

4.4.3 Height Representation

很多统计模型可以映射到interface模型或者叫solid-on-solid模型，或者称之

为‘height’模型，也就是所谓的‘高度’映射。每个格点可以被分配一个高

度，这个高度可以是标量的，也可以是矢量的。这个过程相当于是在二维的格

点上定义了一个一维或者高维的场，这个场是光滑的。如果我们认为这个高度

场的行为是高斯曲面，这个模型处于rough相时这个结论是被证实的。这样我

们可以直接求解这个模型的临界行为，得到临界指数等我们关心的标志临界行

为的物理量。临界指数依赖于高斯曲面的弹性K以及以高度为函数的近似算符

的波长。对于微观高度场做粗粒化，我们可以得到一个模型有效场论。这个有

效场论可以跟库仑气体理论相联系，我们知道库仑气体是可以重正化的，于是

临算符等物理量可以直接得到。

存在高度映射通常意味着系统是临界的，这样的例子包括正方格子上反

铁磁q = 3Potts 模型[161]，三角格子上q = 4反铁磁Potts模型，三角格子上

的Ising模型，kagome格子上q = 3 Potts模型，dimer模型，以及FPL模型等。

下面我们介绍union-jack上的高度映射，做法跟三角格子是类似的[155]。

首先我们定义张量B，张量B定义在union-jack格子的键上：

B = t⊗ E (4.14)

这里t和E是矢量，t是单位矢量，方向是沿着union-jack格子上边的方向，我们

定义在AB边是从A格点到B格点，BC边是从B格点到C格点，AC边是从C格点

到A格点。这样可以保证每个三角形上的向量形成一个回路，每个回路是顺时

针或者逆时针的，如果一个回路是顺时针的，它相邻的回路都是逆时针的。

向量E依赖于两边格点的物理指标，跟Union-jack四色顶点染色问题到4-

8格子三色边染色问题的映射一样，我们可以把两个顶点的12种状态对应到边

上的三种状态，这三种状态在这里就是平面上的三个互成120度的单位向量。



82 二维POTTS模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究

于是我们可以定义位置x处的高度场：

h(x) = h(0) +

∫ x

0

ds ·B (4.15)

这里的积分是沿着从0到x的任意路径，我们知道结果是不依赖于路径的，因此

每个闭合回路的积分一定是零。

接下来的任务是找到理想状态，理想状态是那些宏观上零斜率的态，这些

态使得熵密度最大化。存在高度表示意味着系统是临界的或者是长程有序的，

从前面跟其他统计模型的映射我们知道系统在零温时是非临界的，这也就间接

地表明系统在零温有长程序。
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图 4.16: 左：square-kagome格子分为三套子格，但是三套子格的选取方式不是

唯一的；中：square-kagome格子上张量A的定义；右：square-kagome格子上张

量B的定义。

4.5 Square-kagome格格格子子子上上上的的的q = 3Potts模模模型型型

类似于kagome格子和三角格子关系，square-kagome是union-jack的media格

子。也就是在原来晶格上边的中心加点，并把共用一个顶点的两条边对应的点

相连，也就是把原来格子上的边映射成为点，也相当于是在原来的图形上的每

个多边形内部画上其内接多边形。一对对偶格子的边与边之间是一一对应的关

系，因而通常一对对偶格子的media格子是相同的，也就是说4-8格子和union-

jack格子的media格子都是square-kagome格子。这样我们就知道4-8格子上的边

染色问题，跟square-kagome上的顶点染色问题是等价的，因为union-jack上的

四色顶点染色问题跟4-8格子上的三色边染色问题等价，因而square-kagome上

的三色顶点染色问题和union-jack上的四色顶点染色问题等价。同理square-

kagome上q = 3Potts 模型和union-jack上q = 4在零温是等价的。

square-kagome格子是三子格的，我们可以按照如图4.16所示的三种颜色，

把square-kagome格子分成三套子格，然而这样的选择方式不是唯一的，例如我

们可以把任意一个带内接四边形的方块上的红色和蓝色任意互换，而不会影响

到其他位置格点颜色的选取，这样的选取方式有无穷多种。

square-kagome格子可以看成是有相互作用的decorated-square格子，同样

地我们可以把decorated格点上的物理自由度做为张量指标来定义张量。此时总

共分两种张量，分别如图4.16的中图和右图所示，新引入相互作用在每个张量

中存在于两对格点之间。这样我们就可以用定义在正方格点上的四阶张量的收



84 二维POTTS模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究

缩来计算square-kagome格子上的配分函数。

T 1
σ1σ2σ3σ4

=
∑
σ5

e−βJ(σ1σ3+σ2σ4+σ1σ5+σ2σ5+σ3σ5+σ4σ5) (4.16)

T 2
σ1σ2σ3σ4

=
∑
σ5

e−βJ(σ2σ3+σ1σ4+σ1σ5+σ2σ5+σ3σ5+σ4σ5) (4.17)

我们知道union-jack格子在零温是有长程序的，根据这两个模型之间的等

价性，我们期待square-kagome上也会有一些有趣的现象。 square-kagome可以

看成是由包含内接四边形的四边形通过点对点的方式构成的，我们观察每个这

样的结构，也就是四个黄色格点构成的四边形，上面有两个蓝色和红色格点。

如果这上面的一对蓝色分别取不同的状态‘0’和‘1’，两个红色的格点都跟

着两个蓝色格点相连，所以这两个红色格点都只能取状态‘2’，这样边上的四

个黄色格点的状态也就完全地确定下来了。与之相邻的四边形上只有一个黄色

格点与之相连，这个黄色格点的状态是确定的，可是和这个黄色格点相连的红

色和蓝色格点的状态是不确定的，并且跟这两个格点相连的两个黄色格点的状

态也不受这个黄色格点状态的影响。也就是说这个系统不存在任何的长程序。

基态的要求是每个四边形上的一对红色或者一对蓝色格点必须占据相同的

状态，这样系统中只存在短程序而不存在长程序，因而在有限温的时候不会有

任何的相变。我们对比热的计算也证实了这一事实。比热只有一个极大值，是

典型的无相变发生的曲线。

再看看union-jack和这个模型之间的映射，union-jack上A和B子格之间的

边对应于square-kagome 格子上的黄色格点，A和C之间的边对应于红色的格

点，而B和C之间的边对应着蓝色的格点。union-jack 上的元胞对应着这里的

带内接四边形的四边形。union-jack上的有序是所有的A子格都取相同的状态，

而C子格上的状态是任意的，每个元胞内的一对A和C之间的边必然对应于同一

个状态，也就是说每个元胞内的一对红色格点必须占据相同的状态。但是不同

元胞的C格点状态可以是不同的，因而不同四边形的红色格点可以占据不同的

状态，union-jack上的长程序对应到square-kagome上成为短程序。



第第第五五五章章章 其其其他他他格格格子子子上上上的的的反反反铁铁铁磁磁磁Potts模模模型型型

从前面的第三章和第四章的结果我们知道，反铁磁Potts模型在不同的晶

格上和不同q值时的性质是丰富而不容易预测的，这一章我们将继续采用张量

网络算法计算很多种非常规晶格上的反铁磁Potts模型，并对这些结果进行讨

论、分析和总结。我们将看到很多非常规的序，以及各种丰富的临界行为。

Union-jack格子是在正方格子的每个四边形中心加一个格点而得到的，同

样的我们可以在diced 格子上的四边形中心加点，从而得到centered-diced格子，

跟union-jack格子一样，这上面的子格之间的差异性更大，因为正方格子上的

两套子格是等价的，可是diced格子上的子格却不互相等价，于是我们可以看

到centered-diced格子上的物理更加丰富，从q = 2到q = 5都会存在部分有序的

长程序。

在正方格子的每个四边形中心加点，我们会得到union-jack格子，如果我

们交错地在四边形的中心加入格点，我们就会得到checker-board格子，这个格

子上的q = 2和q = 3都存在部分有序，并且q = 3时的部分有序是能量驱动的，

跟前面讨论的熵驱动的部分有序不同，我们将会详细地讨论这两种部分有序的

不同之处。

同样地我们可以在diced格子上的一部分四边形上加入中心格点，这就是

我们将会讨论的dilute-centered-diced 格子，主要考虑1/3或者2/3的四边形被加

入中心格点，由于我们要讨论的是有平移不变性和周期性的格点，每种填充

数的情况有两种加入的方式，这样总共有四种晶格要讨论。这些晶格在q = 2

到q = 4都存在部分有序，其中有序的机制也有多种。

通过对这些晶格上反铁磁Potss模型的研究，我们发现部分有序长程序的出

现有两种机制。一个是熵驱动，第四章的union-jack格子上从q = 2到q = 4，以

及diced格子上q = 3上面的部分有序全都是由于具有部分有序的状态数远大于

没有序的状态，而出现了长程序。这一章centered-diced格子上q = 2到q = 5上

的部分有序全都是由于这种原因出现的。这种序的特点是缺陷的存在导致零

温熵的实际数值大于我们估计出的数值。Dilute-centered-dicedIIB格子q = 2时，

IA和IB格子q = 3时，以及四种dilute-centered-diced格子在q = 4时都是这种情

况。
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另外一种部分有序是能量驱动的，也就是说完全是能量最小化要求部分格

点有序，另外部分的格点有一定的自由度，是长程无序的。这样的部分有序

发生在checker-board格子上的q = 2和q = 3时，及dilute-centered-dicedIA格子、

IB格子、IIA格子上q = 2时，IIA和IIB格子q = 3时，这些模型上的零温熵极容

易估计。
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表 5.1: 原始格子，对偶格子，四边形格子，media格子以及中心格子

G G∗ Ḡ Ḡ∗ G̃

square square square square union-jack

honeycomb triangular diced kagome centered-diced

diced kagome D(3-4-6) 3-4-6 centered-D(3-4-6)

5.1 Centered diced 格格格子子子上上上的的的反反反铁铁铁磁磁磁Potts模模模型型型

如果在diced格子上每个四边形中间加一个点，并与四边形的四个顶点相

连，我们得到centered-diced格子，在一些文献中也被称为bisected-hexagonal格

子。与union-jack 类似分为三套子格，如图5.1左图所示，三套子格分别用红黄

蓝三种颜色标识，可以看到配位数分别是4，6，12。如果总的的格点数是N，

那么红黄蓝三套格子上的格点数分别是N/6，N/3，N/2，所有格点的平均配

位数是6。跟union-jack格子相比，centered-diced格子上的三套子格之间更加不

等同，导致这上面有更丰富的物理，我们将在这一节讨论。centered-diced格子

的对偶格子是4-6-12格子，是一种配位数为3的双子格阿基米德格子。

union-jack格子和centered-diced格子一样都是通过在四边形构成的格子中

的每个四边形的中心加一个点而构成的。如果我们把一个格子G以及其对偶格

子G∗都画在一张图里，并且把G和G∗上的键都抹去，把G上的每个格点与G∗上

离它最近的格点相连，这样我们得到新的格子Ḡ。 Ḡ是由四边形构成的格子。

如果G是正方格子，它的对偶格子G∗以及Ḡ 都是正方格子。如果G是六角格子，

那么G∗是六角格子，Ḡ是diced 格子。如果我们在Ḡ上每个四边形的中心加一个

点，并与四边形的四个顶点相连，这样我们得到由三角形构成的G̃格子。G̃格

子是三子格的，三套子格分别是由G和G∗上的格点以及新添加的格点构成的。

G̃格子上的q = 4反铁磁Potts模型有相变，表5.1列出了几种这样的中心格子。

这一节我们讨论的很多centered-diced格子上的性质在这些中心格点上都具

备，如q = 2时阻挫导致的部分有序，q = 3在有限温的部分有序，q = 4上零温

时的部分有序，以及这些模型映射跟其他模型之间的映射。

如图5.1中图所示，跟union-jack格子一样，center-diced格子上的配分函数

可以通过把每个元胞中间点的自由度积分积掉，然后把配分函数定义在原始格

子的对偶格子上。如图5.1右图所示，centered-diced格子上的配分函数可以表

示成kagome格子上四阶张量的收缩。 正如我们在第三章所讨论的，kagome格
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图 5.1: 左：centered-diced格子是三子格的，包括红黄蓝三种格点，配位数分

别是8，8，4；中：把每个元胞中间的点求和掉，我们得到张量的定义；右：

centered-diced格子上的配分函数可以定义在kagome格子上

子上的张量网络，可以先拉伸，合并成六角格子上的张量网络，然后采用六角

格子上的TRG、SRG及iTEBD等方法进行计算。

5.1.1 q = 2

q = 2的Potts模型等价于Ising模型，二维的Ising模型一般都有严格解，

centered-diced格子也不例外。我们通过积分掉元胞中心格点的方式，把centered-

diced格子上的Ising模型映射到kagome格子上的八顶点模型[162]，从而严格解

了这个问题。求和掉中心格点的方式跟union-jack格子变到square格子一样，但

是因为kagome格子是三子格的，具体的细节会有一些不同。 图5.2示意了怎样

把centered-diced格子上的Ising模型模型映射到kagome 格子上的八顶点模型。

如果两个相邻格点的状态相同的话，就把它们之间用实线表示，若状态不同，

则用虚线表示。这样就把centered-diced格子上的状态映射到kagome格子上用

实线和虚线表示的状态。每个元胞上有四个格点，共十六种状态，但是每种

实线或虚线的状态对应的是两种状态，这样实线和虚线总共只有八种状态，

如图5.2第一行所示。kagome格子是三子格的，不同子格的选取方式不是唯一

的，周期性的，有平移不变性的方式有两种。令AB之间实线是从A指向B的，

虚线是B到A，B和C之间的实线是从A指向B，虚线则反之，CA之间的实线是

从C指向A的。存在两种不同子格选取方式，于是映射到八顶点模型上的构型

也有两种，分别在图5.2的第二行和第三行显示。kagome格子上的八顶点模型

存在严格解，就这样我们得到了centered-diced格子上的严格解。
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图 5.2: Centered-diced格子上q = 2的Potts模型映射到kagome格子上八顶点模

型有两种方式，分别如第二行和第三行所示

centered-diced格子是三角形构成的，因而是有阻挫的，可是零温时却也

可以形成长程序。作为三子格的晶格，在q = 2时，A和B，B和C或者A和C形

成反铁磁序都是系统的基态。如果A和B子格形成反铁磁序时，C子格的每个

格点可以任意选取其中的两个状态。因为三套子格的数目是不相等的，其

中C子格的数目最多，因而C子格无序的状态数远多于其他两套子格无序。也

就是A和B子格形成反铁磁长程序的状态数是基态数中的主要贡献，这也是有

阻挫的情况下会形成长程序的原因。

如图5.3我们计算了q = 2时的热力学量，图中蓝色的线是熵，红色是比热。

A和B子格形成反铁磁序时，每个C格点可以任意选取两种状态，这种状态的状

态数是2N/2，对应的熵是(log2)/2 ≈ 0.346573，在图中用绿色的虚线标出，而

我们的数值结果是0.394632，跟平庸极限有一定差距，正如我们在第四章讨论

的，是缺陷导致了这种差异。只是在这里缺陷出现的几率比较大，因而熵的偏

差比较大。比热的发散表明相变的发生，我们可以看到此时相变的发散行为跟

其他格子上q = 2时是一样的，都是对数发散，属于同一个普适类。
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图 5.3: centered diced格子上q = 2的熵和比热，蓝色是熵，绿色虚线是熵的平

庸极限，红色是比热，对数发散表明这个相变属于Ising普适类。

5.1.2 q = 3

三套子格的晶格，若不同子格的选择方式是唯一的，q = 3时的反铁磁基

态是每套格子上的格点各占据其中一种状态。也就是说基态是唯一的，union-

jack格子和三角格子都属于这种情况，低温有长程序，随着温度的升高，热涨

落破坏了长程序，相变发生后，系统处于高温无序相。centered-diced格子也

是三子格完全确定的格子，然而我们的计算表明它跟其他两个格子不同，如

图5.4所示：

我们看到跟union-jack格子上q = 3一样，centered-diced格子上比热也在两

个不同温度处发散，也就是说从零温到高温发生了两个相变，系统经历了三种

状态。这三种状态分别是低温低对称有序相，低温高对称有序相和高温无序

相。不过不同的地方是在这里A子格的状态发生变化时，有6条边的能量发生变

化，B子格有3条边的能量发生变化，C子格是2条边。所以在高温下，B和C子

格无序的可能性远远大于A子格无序，在有限温度下存在A子格有序的长程序，

这一点跟union-jack格子不一样。
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图 5.4: centered diced格子上q = 3的熵和比热，蓝色是熵，红色是比热，两个

发散是因为发生了两次相变。

5.1.3 q = 4

我们首先预言并通过张量重正化群的计算证实了这一相变，同时这一

相变也被其他小组[160]预言过。跟第四章讨论的union-jack格子一样，零温

时centered-diced格子上的q = 4也可以映射到4-6-12格子上的三色边染色问题，

4-6-12格子上n = 2的FPL模型，kagome格子上n = 3的CPL模型，kagome格子

上的六顶点模型，以及三角和六角格子上温度为eβJ = 4 的9态铁磁Potts模型

等。这些模型之间的映射方法是相同的，同样地，也可以做高度映射。

跟union-jack格子一样，有序是少数点子格上的有序，这里的有序发生

在A子格上，也就是图5.1 左图中的红色格点，那么剩下的蓝色和黄色格点

形成decorated-honeycomb格子，A子格有序的状态数跟decorated-honeycomb格

子上q = 3的基态数是一样，因为B子格和C子格的格点是5N/6，于是有Scd
0 =

5/6Sdh
0 ，我们数值计算得到的S

dh
0 = 0.612153，那么centered-diced格子上的零

温极限是0.510128，我们计算得到的零温熵是0.510418。

此时如果有一个A格点上出现缺陷，跟他相邻的6个B格点和6个C格点的状

态都会受到影响，原来的状态数是2 × 211，现在成为2，每个缺陷的出现会导
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图 5.5: centered diced格子上q = 4的熵和比热，蓝色是熵，红色是比热，绿色

虚线是熵的零温平庸极限

致状态数大大地减少，于是缺陷对熵的贡献就会比较小。但是因为这里的序是

熵最大化驱动的，缺陷对熵的修正一定是有限的。

比热的发散证实了相变确实发生，只不过在这里长程序只破坏了四种状态

之间的对称性，没有破缺晶格子格之间的对称性，在相变附近比热有个明显的

尖峰，这表明相同q值的Potts模型上的相变不一定属于同一个普适类。

5.1.4 q = 5

邓友金等人[160]预言centered-diced格子上的qc = 5.397(5)，表明这个格子

在q = 5时会有相变。我们通过对于热力学量的计算和分析（图5.6），证实了相

变的发生。这是目前我们唯一知道的，在q = 5仍然会发生相变的格子。

假设此时的有序仍然是发生在A子格上，跟q = 4一样可以通过decorated-

honeycomb格子上q = 4的零温熵，来估算这上面的零温熵。Sdh
0 = 1.041077，

那么centered-diced格子上的零温极限是0.867564，我们计算得到的零温熵

是0.873538，可见这里缺陷对熵的修正也比较小。我们还计算了比热，比热

的发散告诉我们确实是有相变发生的。比热的行为跟q = 3时的diced格子上类
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图 5.6: centered diced格子上q = 5的熵和比热，同样地蓝色曲线是熵，绿色虚

线是熵的平庸极限，红色是比热。

似。
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5.2 ‘‘‘checkerboard’’’格格格子子子上上上的的的反反反铁铁铁磁磁磁Potts模模模型型型

Union-jack格子是通过在正方格子每个正方形的中心加一个点而得到的，

如果我们在正方格子上交错地加中心格点，可以得到类似于checkerboard格子

的一种格子，如图5.7 所示，通常的checkerboard格子是指在正方格子上存在交

错的对角相互作用，这里是把对角相互作用变成，在中心加入一个新的格点并

使之与四周的格点有相互作用。checkerboard格子可以看成是部分union-jack格

子，上面的格点有配位数为4和6的两种，跟union-jack格子和centered-diced 格

子一样，可以分为三套子格，不同的是子格的选择不是唯一的，也就是说前两

种晶格上把格点划分为三套子格只有一种方式，在checkerboard格子上虽然三

种颜色已经可以使得最近邻的格点都染不同的颜色，可是三种子格的选择方式

却又很多种，于是这个格子上q = 3的Potts模型不像前两种格子有唯一的基态，

基态是简并的。

我们知道checkerboard格子是部分的union-jack格子，也就是可以看成

是union-jack格子和正方格子的过渡。所以我们期望它的性质也介于这两种

格子之间。我们知道q = 2时，这两种格子上低温都有序，只是union-jack上

是部分有序。在q = 3时，正方格子上零温临界点，没有长程序，而在union-

jack格子上是部分有序，那么checkerboard格子是否会存在长程序是一个值得

探讨的问题。

checkerboard格子上张量的定义可以有两种方式。一种是跟union-jack一

样，把每个元胞中间格点的自由求和掉，把配分函数表示成正方格子上四阶张

量的收缩，只不过在这里，张量是交错的，也就是说一半的张量需要求和掉中

心的格点，另外一半则只需要做对偶变换。 另外一种方式是类似于decorated-

square格子上的定义，如果我们把checkerboard格子转45度，黄色的格点构成

正方格子，红色和蓝色格点点缀于上面的每条边上，跟decorated-square格子一

样，我们把红色和蓝色格点的自由度做为张量的指标，并考虑他们之间的相互

作用，可得到张量的定义如下：

Tσ1σ2σ3σ4 = e−βJ(δσ1σ2+δσ2σ3+δσ3σ4+δσ4σ1 )
∑
σ5

e−βJ(δσ1σ5+δσ2σ5+δσ3σ5+δσ4σ5 ) (5.1)

5.2.1 q = 2

q = 2等价于Ising是存在严格解的，通过映射到八顶点模型的办法，

Azaria等人[9]给出了这个模型的严格解，随后Lin和Wu[163]又给出了这个模
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图 5.7: 左：checkerboard格子可以分为三套子格，子格的选取方式不是唯一的；

右：checkerboard格子上张量的定义

型的磁化强度，这些严格结果都表明会有相变发生，后来蒙特卡罗的数值计算

也证实会发生相变[164]。

Checkerboard格子是由union-jack的元胞通过点和点重叠的方式形成的，

要是观察每一个元胞，能量最小的状态是边上的四个点形成反铁磁序，中间的

格点在两种状态中任意选取一种，于是有可能在整个晶格上形成A和B子格的

长程序。

如图5.8所示，我们计算了q = 2熵和比热。如果长程序跟union-jack格子

上一样，是A和B子格间形成反铁磁序，也就是红色和蓝色格点，每个黄色格

点的自由度是2，这样的状态数是2N/3，因此零温熵的平庸极限是1/3log2 ≈
0.231049，在图5.8中用绿色虚线标出。我们计算的熵（图5.8中蓝色曲线）跟这

个结果符合的很好，我们计算得出的零温的熵是0.231049，跟平庸极限一致，

说明这里的序是由能量最小化导致的。我们还计算了比热（图5.8中红色曲线），

比热的发散表明相变的发生，可以看到比热是对数发散，这个相变也属于其他

二维Ising模型的普适类。严格解相变点的位置Tc = 0.9742在图5.8中用紫色虚线

标出，我们的计算给出的相变点位置跟严格解是一致的。

5.2.2 q = 3

checker-board格子是由union-jack的元胞和四边形构成的，如果我们观

察union-jack元胞的结构，q = 3时只有三种状态，中心格点占据了‘0’状态
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图 5.8: checker-board格子上q = 2的熵和比热，蓝色是熵，绿色虚线是熵的零

温极限，红色是比热，紫色虚线标示了严格解给出的相变位置。

之后，边上的四个格点只能占据‘1’和‘2’了，而且相邻的格点状态必须

不一样，那么只能是对角线方向的两对格点分别占据‘1’和‘2’。于是每

个union-jack元胞上沿着对角线的一对格点必定取相同的状态，而在正方形上

却不是这样。正方形上，只要有一对格点取相同的状态就可以了。如果我们把

原来正方格子上的点分成A和B两套子格，中心的点是C子格。我们看到这时沿

着同一条对角线的上的所有A格点和沿着同一对角线的B格点必须取相同的状

态。与此同时相交的两条对角线上的A和B必须取不同的状态，因为一条A的线

与所有B的线都相交，所以A取定一种状态时，B上可以任意取剩下的两种状

态。那么剩下的其他线上的A也只能取那条对角线上A的状态。反过来也一样，

所以要么所有的A都占据相同的状态，要么所有的B。这样系统就会形成A格点

或者B格点上的长程序。

checkerboard格子也可以看成是由包含内接四边形的四边形通过边对边的

方式构成的，也就是黄色格点构成的四边形。每个四边形上要么一对红色，要

么一对蓝色必须取相同的状态，这是不同行的蓝色或红色格点之间的约束。如

果所有的红色都占据相同的状态，那么不同行的蓝色格点可以取不同的状态，
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图 5.9: checker-board格子上q = 3的熵和比热，红色是比热，蓝色是熵

这种状态的状态数是2L。如果此时其中一行的红色格点的状态发生变化，这样

夹在这行红色格点和其邻近行的不同行蓝色格点都必须取相同的状态，可是这

些蓝色的格点是属于不同行的，而每一行的蓝色格点都必须取相同的状态，于

是系统中所以的蓝色格点都必须同时占据一种状态。这是系统从红色格点有序

变成了蓝色格点有序。

从上面的分析我们看到，q = 3时的长程有序完全是由能量的最小化要求

导致的，所以基态的构型中没有不完美的序，零温的熵可以完全地预测出来。

我们知道，基态的数目是2L，这里L 是C格点构成的正方格子的行数，于是每

个格点的零温熵是L/Nlog(2)，在热力学极限下趋于零。我们的计算如图5.9，

零温熵等于零，随着温度的增长，在高温时每个格点的自由度成为3，高温熵

的极限是log(3)。

我们还计算了比热（图5.9中红色的曲线），看上去是连续的，这跟我们

认为存在长程序是不一致的，于是我们又增加截断维数和温度间隔，计算

了比热如图5.10所示，可以看到比热有个不连续，表明相变的发生，这里比

热的行为跟union-jack 格子上q = 4类似，这两个系统的相同之处是基态都破

缺了A和B子格的对称性，而不同之处是一个破缺了3种状态的对称性，一个
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图 5.10: checker-board格子上q = 3在截断维数是D = 50的比热，子图是计算更

精细时的比热，可以看到有明显的不连续，表明有相变的发生。

是4种状态的对称性。
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图 5.11: 选取diced格子上1/3的四边形加中心点而得到的两种dilute centered

diced格子IA和IB

5.3 Dilute centered diced格格格子子子上上上的的的反反反铁铁铁磁磁磁Potts模模模型型型

正方格子是由四边形构成的，在四边形的中心加点我们可以得到union-

jack格子，如果是交错地在四边形中心加点我们可以得到checker-board格子。

centered-diced格子是通过在diced格子的四边形中心加点而得到的，同样我们

可以在diced格子上部分的四边形的中心加点。如果选择的四边形是有平移不变

性的，周期性的，那么我们就得到了要讨论的dilute-centered-diced格子。

在diced的格子上挑选四边形就相当于在kagome格子上选点，因为我们

可以通过面到点，点到面的映射做对偶变换把diced格子对偶到kagome格子。

Kagome格子是三子格的，因此我们在选的时候可以选其中的一套或者两套

子格，也就是分别选取diced格子上1/3或者2/3的四边形在中心加点。Diced

格子可以看成是把六角格子上每个六边形分成三个四边形而得到的，所

以1/3和2/3就表示在每个六边形选取一个或两个。在平移不变性的情况下，对

于每个填充数，有两种可能的选择。如图5.11 和图5.12所示，图中有颜色的四

边形表示添加了中心格点。

如果我们仍然按照centered-diced格子上的方式，对子格进行划分的话，

A子格和B子格是diced格子上的A和B子格，C子格是中心格点。首先图5.11的

两种格子，是在1/3的四边形上加中心格点得到的。如果M是系统中四边形的

个数的话，A子格的格点数是M/3，B子格的格点数是2M/3，C子格是M/3，这

样总格点数是N的话，A、B、C子格上的格点数分别是N/4、N/2和N/4。对于
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图 5.12: 选取diced格子上2/3的四边形加中心点而得到的两种dilute centered

diced格子IIA和IIB

图5.12中的两种格子，A、B、C三种子格的格点数分别是M/3、2M/3和2M/3，

也就是NA = N/5，NB = 2N/5和NC = 2N/5。

这四种晶格都是三子格的格子，并且三种子格的取法不固定。在计算它

们的配分函数时，只要把带有中心格点的四边形求和，同样可以得到定义

在kagome格子上的张量网络，只是在这里kagome格子上的张量不再是均匀的。

其他地方跟kagome格子上没有什么不同。

5.3.1 q = 2

我们首先考虑了这四种格子q = 2时的情况，这几个晶格都是由四边形和

带有中心格点的四边形构成的，在IA 格子上带有中心格点的四边形是通过点

和点相连接的，毫无疑问不带中心格点的四边形上的基态是反铁磁态。对于带

有中心格点的四边形，如果是边上的四个格点形成反铁磁序，中间的格点无论

取何种状态，都会有两条边不能够满足能量最小化。如果边上有一个格点破坏

了反铁磁序，那么至少有三条边不能满足能量最小化。因此带有中心格点的四

边形上的基态也是四边形上的格点形成反铁磁序。IB格子跟IA格子类似，带有

中心格点的四边形也是通过点相连接的，因此基态也是A子格和B子格形成反

铁磁序。

然而IIA和IIB格子上却不同，带有中心格点的四边形是通过边与边的方

式相连的。在这两种格子上，如果AC边的数目是K，BC边的数目也是K，
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图 5.13: Dilute centered diced格子上q = 2的熵，四种格子上的熵用不同颜色的

曲线表示，绿色虚线分别是四种格子上的零温极限

而AB边的数目是3K，当A子格和B子格形成反铁磁序时，将有3K条边的能量

最小化，C子格上的点可以任意取两种状态，那么还有K条边的状态也最小

化，因此总共有4K条边的能量是最小化的。A子格和B子格上的反铁磁序也

是IIA和IIB格子上的基态。

而在IIB格子上，还有另外一种基态。我们观察每六个相邻的带有中心格

点的四边形上，如果最中间的A格点的状态跟B 格点的状态相同时，这时如

过6个中心的C格点都跟其他6个A格点取相同的状态时，总共有12条边的不满

足能量最小化。如果A格点和B格点形成反铁磁序，每个四边形上有两条边不

满足，因此总共也有12条边不满足能量最小化。当A和B子格反铁磁序时，C子

格上的格点可以任意选取两种状态，有26种这种状态，在热力学极限下A和B子

格反铁磁有序将在状态数上占据大多数。

从上面的分析可以看到，这两种四边形上的基态都是四边形上的四个

格点形成反铁磁序。在这种情况下，中心格点可以任意选取剩下的两种状
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图 5.14: Dilute centered diced格子上q = 2的比热，左：IA和IB格子上的比热；

右：IIA和IIB格子上的比热。

态。于是IA和IB格子上的状态数是2M/3 = 2N/2，IIA和IIB格子上的状态数

是2M
′/3 = 22N/5。

这四种格子上的熵如图5.13所示，分别用蓝色、青色、红色和洋红色的曲

线表示，绿色虚线分别是这几种晶格的零温平庸极限。零温时IA和IB的平庸极

限都是(log2)/4 ≈= 0.173287，我们计算得到的IA格子上的零温熵是0.173287，

IB格子上的零温熵是0.173287。IIA和IIB格子上的零温极限是2/5log2 ≈ 0.277259，

实际上IIA格子上是0.277259，而IIB格子计算出的真实极限是0.278292。

我们还计算了比热，如图5.14，填充数相同的两种格子，IA和IB，IIA和IIB的

相变点的位置几乎在同一处，并且比热曲线几乎是重叠的。我们再看熵的曲

线，发现这两种格子上熵的曲线也是重叠的，这说明q = 2时填充数相同的格子

上热力学函数的行为几乎是一样的。

5.3.2 q = 3

首先考虑在1/3填充时的两种格子。从前面的checkerboard格子我们知

道，每个有中心格点的四边形上四个格点，相对的一对必须取相同的状

态，图5.11左图所示的格子IA，根据这个要求每一行红色格点的状态必须

是相同的，但是不同行的红色格点可以占据不同的状态。我们发现红色的

格点正好是diced格子上A子格的点，当所有的A子格上的点都取相同的状态

‘0’时，每个四边形上个一对B子格的点可以取剩下的两种状态，并且不

同四边形上的B子格的状态是独立的，也就是说此时系统的状态数是2M/3。

这里M是diced格子上四边形的个数，如果N是IA格子的格点数，那么N =
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图 5.15: Dilute centered diced格子上q = 3的熵，四种格子分别用不同的颜色表

示，同样地绿色虚线是熵的低温极限。

4/3M。如果其中一行的A全都取状态‘1’时，与之相邻的两行A之间的所

有B子格的点都只能占据状态‘2’了，那么此时的状态数是2M/3−6L，这里L是

每两行红色A格点之间四边形的个数。所以虽然能量的局部最小化要求的序是

一维的长程序，可是状态数却选择了二维的长程序，也就是所有A子格都占据

相同状态的序。

我们计算了IA格子上的熵，如图5.15所示（蓝色曲线），从上面的分析我们

得知零温熵的极限是(log2)/4 ≈= 0.173287，而我们计算出来的实际零温熵也

是0.173287，这是因为最小的缺陷是某一行的A都占据另外的状态，此时的状

态数成为2M/3−6L，对熵的贡献会比较小。因此虽然这种部分有序是熵驱动的，

零温熵跟平庸极限差不多。

图5.11右图所示的格子IB也类似，根据能量的局域最小化要求的基态是图

中的红色格点都取相同的状态。如果图中粉色的格点跟红色格点一样也占据状

态‘0’时，也就是所有的A子格的点都有序时每个有中心格点的四边形上的点
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图 5.16: Dilute centered diced格子上q = 3的比热，左：IA和IB格子上的比热；

右：IIA和IIB格子上的比热。

就可以取剩下的任意两种状态，并且四边形上是独立的，这种状态数是2M/3，

如果有一个粉色的格点不占据‘0’状态的话，与之相邻的六个红色格点之间

的B子格的点都必须取相同的状态，此时的状态数成为2M/3−6，所以在这个格

点上的长程序也是所有A子格的点形成长程序。

同样IB格子上零温熵的平庸极限也是(log2)/4 ≈= 0.173287，而计算给出

的结果是0.175856，这里的差异是缺陷造成的，最小的缺陷是图5.11右图中一

个粉色格点的取跟红色格点不同的状态。上面的分析告诉我们这种缺陷对零温

熵的修正比较大。

接下来我们考虑图5.12所示的两种格子。对于图5.12左图所示的格子IIA，

能量的局域最小化要求所有红色的格点都占据相同的状态，也就是A子格有序，

除此之外每两行A子格之间的B子格也都必须占据相同的状态，但是不同行之

间的B子格可以取不同的状态，我们在图中用浅蓝和深蓝色来标记可以取不同

状态的格点。也就是说此时A子格形成二维的长程序，而B子格形成准一维的

长程序，这种序完全是由于能量的最小化而产生的，跟前面的状态数选择出来

的长程序不同。这种状态的状态数是2L。

IIA格子上的部分序是由能量驱动的，因为基态数的指数不正比于系统的

格点数，而是正比于行数，因而在热力学极限下，零温熵为零，图5.15中红色

曲线所示。

而对于图5.12右图所示的格子IIB，同样地能量的最小化要求A子格的所有

格点都占据相同的状态。我们看到这种格子上会有六个相邻的四边形都有中
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心格点，这六个四边形存在于由六个A格点围成的六边形内部，这个六边形

内部有六个B格点和一个A格点。能量的最小化要求这六个B子格必须取相同

的状态，而属于不同的六边形的B格点不需要取相同的状态。在图中我们用

不同深浅的蓝色来标记必须和可以占据相同状态的B格点。同样这个格子上

有长程序，是A子格的格点都取相同的状态，这种状态的状态数是22M/3/6，这

里N = 5/3M。

IIB格子上部分有序的状态数是2N/15，因而零温平庸极限是(log2)/15 ≈
0.046209，跟IIA格子上一样，这种部分有序也完全是能量驱动的，不存在缺

陷，实际的零温熵仍然是0.046209。

我们还计算了这几种晶格的比热，图5.16左图是IA格子和IB格子上的比

热，右图是IA格子和IB格子上的比热。低温下这些晶格上都有长程序，于是都

会发生相变，IA和IB格子上的相变点很接近，IIA和IIB格子上的相变点几乎相

同。

5.3.3 q = 4

首先观察IA格子，当A子格所有格点都取相同的状态，如状态‘0’，也就

是A子格有序时，不同元胞上的B和C格点之间的状态是独立的。同一个元胞内

有两个B格点和一个C格点，当C占据状态‘1’时，两个B格点可以占据相同和

不同的状态，也就是说有‘2’和‘3’、‘3’和‘2’、‘2’和‘2’、‘3’和‘3’

四种状态，然后C格点还可以占据其他两种状态，所以每个元胞上有十二种状

态。A有序时的状态数是12M/3 = 12N/4。如果是B子格有序的话，A子格和C子

格的点形成一维的链，这样的状态数是23/4N(3/2)K，这里K是晶格的行数，在

热力学极限下可以忽略后面那项的作用，于是状态数是23/4N，A有序的状态数

远大于B有序。

对于IB格子，我们看到A子格有序时，不同元胞上的B和C格点之间的状

态是独立的，同样地A子格有序的状态数是12N/4，如果是B子格有序，A子

格和C子格的格点形成decorated honeycomb格子，我们可以通过这上面的

零温熵来估计状态数。我们前面的计算有Sdh
0 = 0.612153，这样的状态数

是(eS
dh
0 )3N/4可见仍然是A子格有序的状态数更多。

接下来我们讨论IIA格子上的情况，当A子格有序时，B和C子格上的格

点形成一维的链，在这样的每条链上，最左边的格点可以选取三种状态，其
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图 5.17: Dilute centered diced格子上q = 4的熵，四种格子上的比热分别用不同

的颜色表示。

他格点可以任意选取剩下的两种状态，这样的状态数是24N/5(3/2)K。如果

是B子格有序，A子格和C子格的格点形成decorated square格子，这样的状态

数是(eS
ds
0 )3N/5，同样地在热力学极限下，A子格有序的状态数远大于B子格有

序。

最后我们对IIB格子进行分析，当A子格有序时，B和C子格形成一个个独

立的带装饰格点的六边形，每个六边形上一个格点有三个自由度，其他的格点

上有两个自由度，这样的状态数是24N/5(3/2)N/15。当B子格有序时，A和C子格

上的格点形成decorated diced格子，这样的状态数是(eS
dd
0 )3N/5。

零温时IA和IB的平庸极限都是(log12)/4 ≈= 0.621227，我们计算得到

的IA格子上的零温熵是0.633597，IB格子上的零温熵是0.643703。 IIA和IIB格

子上的零温极限是4/5log2 ≈ 0.554518，实际上IA格子上是0.555658，而IIB格

子计算出的真实极限是0.556541。熵的数值结果如图5.17所示。

如图5.14我们计算了这四种晶格在q = 4时的比热。 IA和IB上的比热行为
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图 5.18: Dilute centered diced格子上q = 4的比热，左：IA和IB格子上的比热；

右：IIA和IIB格子上的比热。

跟diced格子上q = 3时是类似的，而IIA和IIB 格子上的比热跟centered-diced格

子上的比热行为类似。





第第第六六六章章章 结结结论论论

本论文中我们研究了二维反铁磁Potts模型上部分长程序导致的相变，这

种长程序是部分格点上的对称性破缺造成的。过去人们发现阻挫系统上存在

部分长程序，反铁磁Potts模型是没有阻挫，但是有长程序的系统。采用张量

相关的重正化群方法，这些方法有张量重正化群、二次张量重正化群和时间演

化块消灭算法，我们发现部分长程序存在于一些非阿基米德格子上，这些晶

格包括diced格子、union-jack格子、centered-diced格子、checker-board格子以

及dilute-centered-diced格子。

我们首先通过对diced格子上q = 3反铁磁Potts模型的计算，证实了非阻

挫系统也可能存在部分有序的长程序，于是我们猜想是diced格子上两套子格

间格点数的差异引起了部分有序，那么有三套子格且子格的格点数也不同

的union-jack格子在q = 4有可能存在部分有序，张量网络算法的数值计算证实

了我们的猜想。我们还发现union-jack格子上q = 3时会发生两次相变，分别是

从完全有序到部分有序，部分有序到无序的相变，这是一种从有限的温度才开

始出现的部分有序。

Union-jack格子是通过在正方格子的中心加入格点而得到的，那么我们

可以在同样由四边形构成的diced 格子上加入中心格点，得到centered-diced格

子，使它的性质跟union-jack格子类似。我们的计算表明centered-diced格子不

仅在q = 4，在q = 5时也存在部分有序的长程序，并且q = 3时也发生了两个相

变，存在有限温开始出现的长程序。

如果在正方格子的一半四边形上加入中心格点就得到了checker-board格

子，这上面的q = 3也存在部分有序，但是跟前面的几种由状态数占据主导导致

的部分有序不同，这里完全是由能量的最小化而导致了部分有序。前面的部分

有序的状态数都是以系统格点数为指数的，这里的部分有序的状态数是以系统

的长度为指数的，这样虽然状态数在热力学极限下是无穷大的，零温熵仍然是

零。

Diced格子上的四边形也可以只有一部分加入中心格点，在有平移不变性

的情况，我们得到了四种dilute-centered-diced 格子。这些格子在q = 3时都存

在部分有序，1/3的四边形加入中心格点的IA和IB格子上，部分有序的存在是



110 二维POTTS模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究

状态数占据主导导致的，而2/3的四边形上引入中心格点的IIA和IIB格子上，

是能量最小化的要求引起了部分有序的存在。这四种格子在q = 4时也都存在

部分有序，并且全都是因为状态数占据主导而产生的。

我们知道无论是union-jack格子、 centered-diced格子、 checker-board格子

还是四种dilute-centered-diced格子，它们上面都有三角形，也就是说在q = 2时

有阻挫。我们也计算了这些格子上的q = 2的情况，发现这些格子上都存在部

分有序，这些部分有序可以是状态数占据主导产生的，也可以是由能量的最小

化要求而产生的，如checker-board 格子、dilute-centered-dicedIA、 IB和IIA格

子。

正方格子和diced格子可以看成是一对对偶格子相连而成的，也就是说我

们可以利用任何的二维晶格和它的对偶格子，而得到由四边形构成的格子。在

这个四边形的格点上加入中心格点，在每个四边形上都加，或者在其中一部

分四边形上面加，得到不同的中心晶格。我们所讨论的反铁磁Potts模型的部

分有序，在这些中心格子上面全都存在。如完全的中心格子上q = 3 的有限温

和q = 4的零温，稀释中心格子上的q = 3。完全中心格子和稀释中心格子上

在q = 2时都有阻挫，也都存在部分有序。

无论是在阻挫还是非阻挫的系统上，部分有序的长程序的发生有两种机

制：一个是能量驱动，能量的最小化要求系统中的格点一部分有序，另一部分

有一定的自由度；另一个是熵驱动，一部分格点有序的状态数远大于其他状态

的状态数，由于在状态数上的主导性而产生的长程序。缺陷的存在是区分这两

种部分有序的方式。

我们发现当基态破缺了子格的对称性时，比热不发散而是只有一个有限的

跃变。Union-jack格子上的q = 4和checker-board 格子上的q = 3都属于这种情

况，长程序同时破缺了几种状态的等价性及正方格子上两套子格之间的对称

性，相变发生时比热不发散，而是只有一个有限的跃变。在我们计算的无穷大

系统上，这个有限的跃变要通过非常小心的计算才能发现，在有限系统上这个

跃变更加不明显，这使得蒙特卡罗等其他数值方法在这个问题上有很大的困

难。

过去人们认为维数和哈密顿量的对称性决定了相变的普适类，随着进一

步的研究人们发现相变的普适分类光靠这么简单的原则是不够的，如反铁

磁Potts模型在不同晶格上的相变属于不同的普适类。我们研究的这几种格子
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上由部分有序长程序导致的相变，有很多是之前没有被其他人发现的，这些发

现将使得人们对于普适类的理解更进一步。

精度高和可以处理无穷大系统是张量网络算法的两大优势，正是这两点使

得我们把张量网络算法成功应用于经典统计模型。然而张量网络算法的发展

目前还不十分成熟，仅限于处理离散自由度的系统，例如Ising模型和Potts模

型在每个格点上都是有限个自由度。经典的XY模型，每个格点的自旋在XY平

面内连续取值，我们知道张量的维数取决于每个格点的自由度，当自由度连续

时，相当于要找到‘连续的张量’，因此连续模型是没有办法用张量网络的方

法计算的。因此在算法工作方面，探索连续统计模型的张量网络算法是有意义

的，当然也许要跟其它数值方法相结合。另一方面寻找三维的张量网络算法，

因为三维的统计模型没有严格解，蒙特卡罗数值计算也因为系统尺寸的问题而

限制，虽然这方面的工作已经有一些进展，值得去尝试的工作还有很多。

本论文中我们讨论的晶格基本上是三子格的，然而四子格晶格上的物理

可能会更加丰富。对于反铁磁Potts 模型的认识还处于一个初步的阶段，有

很多工作可以去做。Reentrance现象跟部分长程序的关系还没有搞清楚，对

于Potts模型完整相图的研究将帮助我们了解这两者的关系。然而目前这方面

的工作不多，有很多可以做的事情。重正化群和共形场论已经取得了很大的成

功，可是它们的基础却不十分稳固，Schramm-Loewner演化就是在这方面的尝

试和探索。进一步挖掘张量网络表示深层次的东西，可能在这些方面发挥重要

的作用。





参参参考考考文文文献献献

[1] D. Domb and M. S. Green, editors. Phase Transitions and Critical Phe-

nomena, Volume 1. Academic Press, 1972.

[2] Subir Sachdev. Quantum Phase Transitions. Cambridge University Press,

2011.

[3] John Cardy. Scaling and Renormalization in Statistical Physics1996. Cam-

bridge University Press, 1996.

[4] P. Christe and M. Henkel. Intruduction to Conformal Invariance and its

application to Critical Phenomena. Springer-Verlag, 1993.

[5] P. Hoever, W. F. Wolff, and J. Zittartz. Random layered frustration models.

Z. Phys. B, 41:43–53, 1981.

[6] H. T. Diep. Magnetic systems with competing interactions: frustrated spin

systems. World Scientific, 1994.

[7] Ojiro Nagai, Seiji Miyashita, and Tsuyoshi Horiguchi. Ground state of

the antiferromagnetic ising model of general spin S on a triangular lattice.

Phys. Rev. B, 47:202–205, Jan 1993.

[8] V. G. Vaks, A. I. Larkin, and Yu. N. Ochinikov. Ising model with interaction

between nonnearest neighbors. JETP Letters, 22:820, 1966.

[9] P. Azaria, H. T. Diep, and H. Giacomini. Coexistence of order and disorder

and reentrance in an exactly solvable model. Phys. Rev. Lett., 59:1629–

1632, Oct 1987.

[10] M. Debauche and H. T. Diep. Successive reentrances and phase transi-

tions in exactly solved dilute centered square ising lattices. Phys. Rev. B,

46:8214–8218, Oct 1992.



114 二维POTTS模型上部分对称性破缺导致的相变问题研究

[11] H. T. Diep, M. Debauche, and H. Giacomini. Exact solution of an

anisotropic centered honeycomb ising lattice: Reentrance and partial dis-

order. Phys. Rev. B, 43:8759–8762, Apr 1991.
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hard-core bose-hubbard model on an infinite square lattice. Phys. Rev. B,

79:174515, May 2009.



参考文献 117

[42] ChristinaV. Kraus, Norbert Schuch, Frank Verstraete, and J. Ignacio Cirac.

Fermionic projected entangled pair states. Phys. Rev. A, 81:052338, May

2010.

[43] Carlos Pineda, Thomas Barthel, and Jens Eisert. Unitary circuits for

strongly correlated fermions. Phys. Rev. A, 81:050303, May 2010.

[44] Thomas Barthel, Carlos Pineda, and Jens Eisert. Contraction of fermionic

operator circuits and the simulation of strongly correlated fermions. Phys.

Rev. A, 80:042333, Oct 2009.

[45] Q.-Q. Shi, S.-H. Li, J.-H. Zhao, and H.-Q. Zhou. Graded Projected

Entangled-Pair State Representations and An Algorithm for Translation-

ally Invariant Strongly Correlated Electronic Systems on Infinite-Size Lat-

tices in Two Spatial Dimensions. ArXiv e-prints, 0907.5520, July 2009.
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[79] M. C. Bañuls, M. B. Hastings, F. Verstraete, and J. I. Cirac. Matrix prod-

uct states for dynamical simulation of infinite chains. Phys. Rev. Lett.,

102:240603, Jun 2009.

[80] Rodney J. Baxter. Exactly Solved Models in Statistical Mechanics. Aca-

demic Press, 1982.



参考文献 121

[81] D. Domb and M. S. Green, editors. Phase Transitions and Critical Phe-

nomena, Volume 3, volume 3. Academic Press, 1974.
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[105] M. C. Bañuls, D. Pérez-Garćıa, M. M. Wolf, F. Verstraete, and J. I. Cirac.

Sequentially generated states for the study of two-dimensional systems.

Phys. Rev. A, 77:052306, May 2008.

[106] J Ignacio Cirac and Frank Verstraete. Renormalization and tensor product

states in spin chains and lattices. J. Phys. A: Math. Theor., 42(50):504004,

2009.

[107] Ian Affleck, Tom Kennedy, Elliott H. Lieb, and Hal Tasaki. Valence bond

ground states in isotropic quantum antiferromagnets. Commun. Math.

Phys., 115:477–528, 1988. 10.1007/BF01218021.
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[143] Can Güven, Michael Hinczewski, and A. Nihat Berker. Tensor renormal-

ization group: Local magnetizations, correlation functions, and phase di-

agrams of systems with quenched randomness. Phys. Rev. E, 82:051110,

Nov 2010.

[144] Meng-Xiong Wang, Jian-Wei Cai, Zhi-Yuan Xie, Qiao-Ni Chen, Hui-Hai

Zhao, and Zhong-Chao Wei. Investigation of the potts model on triangular

lattices by the second renormalization of tensor network states. Chin. Phys.

Lett., 27:076402, 2010.
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